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第 1 草 空间 解析 几何 初步 


空间 解析 几何 与 平面 解析 几何 的 思想 方法 类 似 , 都 是 利用 代数 方法 研究 几何 问题 ， 
其 重要 的 工具 是 向 量 代数 . 平面 解析 几何 的 基本 对 象 是 直线 与 曲线 , 空间 解析 几何 的 基 
本 对 象 是 平面 和 直线 , 以 及 几 种 特殊 的 曲面 和 曲线 . 这 些 内 容 对 学 习 多 元 函数 微 积 分 将 
起 到 重要 的 作用 . 


1.1.1 知识 点 概况 


1. 向 量 的 概念 

(1) 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 叫做 向 量 , 记 作 a, 向 量 的 大 小 叫做 向 量 的 模 , 记 作 |a|. 

(2) 非 零 向 量 a 与 三 个 坐标 轴 的 夹 角 称 为 向 量 a 的 方向 角 . 方向 角 的 余弦 值 称 为 向 量 a 
的 方向 余弦 . 

若非 零 向 量 ae 一 (zi，y ， zi) 的 方向 角 为 <，B，Y， 则 其 方向 余弦 为 


Cosa 


cosB= a 


COSY 


cosza 十 cos2B 二 cos27 一 1. 


Xs 习题 解析 (下 ) 


2. 向 量 的 线性 运算 

(1) 向 量 的 加 法 : 对 向 量 a, 5, 从 同一 起 点 O 作 有 向 线段 04 , OB 分 别 表示 a 与 5, 然后 以 
OX , D0 访 为 邻 边 作 平行 四 边 形 OACB， 则 把 平行 四 边 形 的 对 角 线 向 量 OC 称 为 向 量 a 与 5 的 和 ， 
记 作 a 十 b. 

(2) 向 量 的 减法 : 当 向 量 与 向 量 c 的 和 等 于 向 量 a, 即 5 十 c 二 a 时 , 我 们 把 向 量 c 叫做 a 
与 5 的 差 , 并 记 作 a 一 b. 

(3) 数 乘 : 实数 4 与 向 量 a 的 乘积 是 一 个 向 量 , 记 作 a. 其 模 是 |a | = |4| |a|. a 的 方 
向 : 当 4>0 时 , Xa 与 a 同 向 ; 当 4<0 时, ha 与 a 反 向 ; 当 4==0 时 , ha 二 0. 我 们 把 这 种 运算 
叫做 数量 与 向 量 的 乘法 , 简称 数 乘 . 

3. 向 量 的 位 置 关系 


(1) 两 向 量 的 夹 角 : 非 零 向 量 a, b, 从 同一 起 点 O 作 有 向 线段 O04 , 0 六 分别 表 示 a 与 5, 把 
由 射线 OA 和 0OB 构成 的 角度 在 [0,*] 的 角 称 为 a 与 b 的 夹 角 , 记 作 (a, b). 

(2) 两 向 量 共 线 : 平行 于 同一 直线 的 一 组 向 量 叫做 共 线 向 量 . 零 向 量 与 任何 共 线 的 向 量 组 

(3) 三 向 量 共 面 : 平行 于 同一 平面 的 一 组 向 量 , 叫做 共 面 向 量 . 零 向 量 与 任何 共 线 的 向 量 
组 共 面 . 

4. 空间 直角 坐标 系 

(1) 建立 : 过 空间 一 点 O, 作 三 条 两 两 互相 垂直 的 数 轴 工 轴 、>y 轴 和 > 轴 , 这 样 就 构成 了 
空间 直角 坐标 系 , 记 作 O 一 zyx: 

(2) 向 量 的 坐标 表示 : 若 i, j,k 分 别 是 x 轴 、y 轴 、* 轴 上 与 坐标 轴 同 向 的 单位 向 量 , 且 
a 二 如 十 Wj 十 xk. 我 们 把 i, 7 也 ,大 系数 组 成 的 有 序数 组 (z，>， =) 叫 做 向 量 a 的 直角 坐标 . 

(3) 两 点 之 间 的 距离 : 设 MCz 各 )，N(zs，ys，z) 为 空间 两 点 , 则 得 到 空间 两 点 M 
与 N 之 间 的 距离 公式 : 


d=|MN|= V(r —z) + (yy) + a) 
(4) 线性 运算 的 坐标 表示 : 向 量 ae 一 (zy 二),，p 一 (zy 之)， 则 


4 士 ) 一 (zi 士 zz，y 士 yy，z 士 近 )， 


Ma= (AMzl，AyI ，Azi). 
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1.1.2 习题 解答 


1. 设 向 量 w= 二 2a 十 3b 一 c, v= 二 a 一 2b 十 5c, 试用 a, b,c 表示 3u 一 4v. 
解 : 3u 一 4v = 二 3。(2a 十 3b 一 ce) 一 4。(a 一 2b 十 5c) 


一 24 十 175 一 23c. 
2. 在 空间 直角 坐标 系 中 , 指出 下 列 各 点 在 哪个 卦 限 : 
als = We Blls ls =1)s Oty = = Ds De=—1; = I 
解 : A 在 第 四 卦 限 , B 在 第 五 卦 限 , C 在 第 八卦 限 , D 在 第 三 卦 限 . 


证 明 : | MM | (7 一 47 十 (1 二 3) 十 (2 一 1) 一 Vi4, 


| 环 天 |= WCG 二 全 5 干 (2 二 3 二 (3 二 1)5 一 V65， 


[WM |= VCG5 一 77 干 (2 二 17 二 (3 一 2 一 V6， 

[Mmm |=|MM|, 

故 为 等 腰 三 角形 . 

4. 在 平行 四 边 形 ABCD 中 , 设 A 访 =a, A 广 =b, M 为 对 角 线 AC 与 BD 的 交点 , 试用 向 量 
a,b 表示 向 量 MA, MC, MB, MVD. 

解 : AB+AVD5=atb =AC， 


We a+ 
Me zaC 2 MA 


AB—AD=a—b =DB, 


a—b a—b 
i 3 


5. 求 点 P(2, 一 5, 4) 到 原点 及 各 坐标 轴 和 各 坐标 面 的 距离 . 


解 : |PO| (2 一 0 六 十 (一 5 一 072 十 (4 一 0) =3W5: 
PP 在 zx 轴 上 的 投影 为 2, 已 到 z 轴 的 距离 即 P 与 (2, 0, 0) 的 距离 ， 即 


@—27 二 (—5— 人 DM—0 = 


同 理 , P 到 yy 轴 的 距离 为 V(2 一 0)? 十 (一 5 一 (一 5))? 十 (4 一 0)* 二 2 V5. 


P 到 xz 轴 的 距离 为 V(2 一 0)? 十 (一 5 一 0)? 十 (4 一 4)* 二 V29. 
P 了 到 xOy 平面 的 距离 为 4, P 到 xzOx 平面 的 距离 为 5, P 到 yOz 平面 的 距离 为 2. 
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6. 在 yOz 平面 上 , 求 与 三 个 已 知 点 (3, 1, 2), (4, 一 2, 一 2), (0, 5, 1) 等 距离 的 点 . 
解 : 设 点 为 (x,，y,， zx), 已 知 点 在 yOz 平 面 上 , 故 xz 一 0, 点 为 (0, y, zx), 故 


| 本 三 万 有 人 二 可 5 VC 而 吓人 区 放 于 天 下 


=D FU=W FQ 0045—y (1=2 


fe 
= 
12 一 8y 十 2=< 一 0 
解 得 y=1; z= 一 2 故 点 为 (0; 1; 一 2); 
7. 设 点 也 在 zx 轴 上 , 它 到 点 P,(0, V2, 3) 的 距离 为 到 点 P,(0, 1, 一 1) 的 距离 的 两 倍 , 求 
点 卫 的 坐标 . 
解 : 因为 点 了 在 zx 轴 上 , 故 可 设 点 了 的 坐标 为 (tr, 0, 0), 则 


| 了 EPE | x: 二 (V2)’+3:= Vz 二 ll, 


[BP:|= Vi+(—1) + = Vr +2. 

由 于 |BP'|=2|P 忆 |, 即 Vz 十 11 一 2 Vz 十 2, 解 得 x 二 土 1, 从 而 所 求 点 了 的 坐标 为 
(1, 0, 0) 或 (一 1, 0, 0). 

8. 已 知 两 点 M (0, 1, 2) 和 M: (1, 一 1, 0), 试用 坐标 表示 向 量 奈 及 及 一 2 Mi 售 . 


解 : MM;=(1 一 0, 一 1 一 1; 0 一 2)=(1,; 一 2, 一 2)， 


2 MM; 2(1, —2, —2)=(—2, 4, 4). 
9. 设 a=it2j 十 3k, b 二 2i 一 2j 十 3k, 求 : (1)a 十 2，(2)a 一 5，(3)2a 一 30. 


解 : a 十 b 一 3i 十 6K， 


4 一 =—i+4j, 

2a 一 38 =—4i+10k—3k. 

10. 求 平行 于 向 量 e=(1, 1, 1) 的 单位 向 量 . 
解 : |a| = VE 十 二 十 二 一 V3， 


和 土语 1). 
+ 人 
11. 求 4 使 向 量 a 二 (4, 1, 5) 与 向 量 一 (2. 10, 50) 平 行 . 
人工 号 
全 二 


1 设 点 Al1; 一 1; 005 BC 1 二 5 求 


[上 
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(1) A 户 在 三 个 坐标 轴 上 的 坐标 和 分 向 量 ; 
(2) A 记 的 方向 余弦 . 
解 : A 访 =(3, 2, 1), 在 三 个 坐标 轴 上 的 坐标 分 别 为 3, 2, 1, 分 向 量 分 别 为 


- 二 中 1 
ZX 广 | 一 至 干 到 十 下 14, cosa ，cos 有 ，cos7 
| 14 V14 V14 


13. 已 知 两 点 A(2, V2, 5),B(3, 0, 4), 求 向 量 A 访 的 模 、 方 向 余弦 和 方向 角 . 


解 : A 访 =(1, 一 V2, 一 1), A 的 模 为 |A 六 | = V12 十 (一 V2)2 十 (一 1)2 一 2. 


方向 余弦 为 cosa ，cos 有 2 cosy 


14. 设 向 量 的 方向 角 为 4, B, 7, 若 已 知 一 至 , 8 一 经 , 求 久 
解 : cos*a 十 cos:B 十 cos*: 7 二 1， 


( 王 ) + (二 ) +eowy=1， 


得 ,cosy 二 十 2 y 二 下 或 3 
解 得 : cos7y 一 土 守 ,7 一 玫 或 车 


15. 设 向 量 的 方向 余弦 分 别 满足 : (1)cosa=0; (2)cosg 一 1; (3)cosa 一 cosp 一 0. 
问 这 些 向 量 与 坐标 轴 或 坐标 面 的 关系 如 何 ? 

解 : (1) 垂直 于 xz 轴 , 平行 于 yOx 平面 ; 

(2) 平行 于 y 轴 , 垂直 于 zOx 平面 ; 

(3) 平行 于 = 轴 , 垂直 于 xOy 平面. 

16. 设 M (1, 一 2, 一 3), Ms(2, 一 4, 一 1), 求 与 MW 平行 的 单位 向 量 . 

解 : MW 二 (1, 一 2, 2)， 


[mm |= VET+( 2) + =3, 


i (3 一 3 子 ， 三) 


2 而 态 3 3 


17. 已 知 向 量 4 一 (一 1, 3，2)，1 一 (2，5, 一 1)，c 一 (6, 4, 一 6), 证 明 一 与 e 平行 . 


解 :a 一 b = 二 (一 3, 一 2, 3)， 


一 和 2 3 1 


6 4 一 6 2° 


| 
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对 应 坐标 成 比例 , 故 平行 . 


18. 设 向 量 7 的 模 是 4, 它 与 u 轴 的 夹 角 是 亏 ， 求 r 在 u 轴 上 的 投影 . 


解 : 4Xcos 可 一 2， 投影 为 2. 
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1.2 数量 积 与 向 量 积 


1.2.1 知识 点 概况 


1. 数量 积 
(1) 定义 ; 设 a,b 是 两 个 向 量 , 则 数量 |a| 15|cos(a, 5b) 称 为 向 量 a 与 的 数量 积 ( 也 称 内 
积 或 点 积 ), 记 作 a。b, 读 作 "a 点 乘 b”， 即 
a*b=|al|b|cos(a, b). 
(2) 坐标 运算 : 在 空间 直角 坐标 系 下 , 设 
4 一 Zi 十 yj 十 ziK 一 (Zi，y，zi)，1 一 Zi 十 yzJ 十 zz 大 一 (ze，y，z2)， 


则 ae .8 一 zz 十 yyz 十 zizaz。 

(3) 运算 律 : 对 于 任意 向 量 ae, 及 任意 实数 ,有 

@ 交换 律 : a，b 二 b，a; 

@ 分 配 律 : a，(b 十 c)==a* ba*c; 

@ 关于 数 因子 的 结合 律 : Ma) ，b 二 A(a* b) 二 a * (4b). 

2. 向量 积 

(1) 定义 : 两 向 量 a 与 b ( 夹 角 为 6 ) 的 向 量 积 (也 称 外 积 或 又 积 ) 是 一 个 向 量 , 记 作 axb， 
读 作 "a 又 乘 b”, 其 模 为 

laxb|=|al |b|sing . 

其 方向 与 a,! 均 垂直 , 且 按 a, b, aXb 这 个 顺序 构成 右手 系 . 

其 模 的 几何 意义 是 以 a, 5 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 面积 . 

(2) 坐标 运算 : 在 空间 直角 坐标 系 下 , 设 


Q 一 2 十 yy 十 zk 一 (zi yz)， 


六 一 zz 十 yy 十 zzK 一 (zz，y，2z2)， 
EE 


唱 
则 aX1 一 kK 或 4Xb=|z yy zl|. 


| 


Ta 32 
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(3) 运算 律 : 对 任意 向 量 a,b 及 任意 实数 和， 有 

Q@ 反 交换 律 : aXb 一 一 bXa; 

@ 分 配 律 ; aX(b 十 ce) 二 aXbaXce, (a+b)Xc=aXc+bXce; 

@ 与 数 乘 的 结合 律 : (ha) Xb 二 A(aXb) 二 ax (Xb). 

3. 向 量 的 位 置 关系 的 判定 

(1) 两 向 量 垂直 的 判定 ; 设 a= (zx, yy， 21),，b 二 (zs, yz， zz), 则 

alb Sa* b=0Griz: ty ytzz =0. 

(2) 两 向 量 平行 的 判定 : 设 非 零 向 量 a 二 (zw , yy; 21),b 一 (x, ys， xz;), 则 
a/b 与 存在 实数 4, 使 a= 


(3) 三 向 量 共 面 的 判定 ; 向 量 ae 一 (zi yi 21), b=(zs, Ys, 22), c=(zs, ys 23), 则 
Tl i 1 

a,， b,c 共 面 富 (aXb) c==0S|zx: y: z:|=0. 
Ts3 V3 Za 

4. 两 向 量 的 夹 角 公式 ; 向 量 ae=(z ys, 2 ),b 一 (zs, ys， zs),， 则 


a*b TT Wy zi 
lallbl i+ H+ XVE+ + 


cos(a, b) 


1.2.2 习题 解答 


1. 已 知 a=(1; 0; 0); b=(0; 1; 0);6==(05 0 1); 求 ， 
(l)a*.b,a*c, bec; (2)aXa, axb, aXc, bxce. 


解 : (1) ae。1 =0,a*c=0,b*. c=0. 


(2) aXa =0, aXb =c, axXxce b, bxXc=a. 
2. 已 知 a 一 (1. 0, 0), b 二 (2, 2, 1), 求 a.b, aXb 及 a 与 b 的 夹 角 余 弦 . 
解 :a .8 二 1X2 十 0X2 十 0X1=2， 


i 
axb=|1 0 0|=(o, 一 1, 2)， 
2 2 1 


Es 


盘 倍 


可 计算 : |a|=1， 


| cos0 一 子 . 


3. 计算 : (1)(2i 一 站) J; (2)(2i3j+4k) 。 k; (3)(i+57) i 


解 : (1)(2i 一 j) ，j 二 2X0 十 (一 1)X1 二 0X0= 一 1; 

(2) (2i+3j+4k) » k=2X0+3X0+4X1=4; 

(WH5)) i=1X1+5X0+0X0=1. 

4. 设 4 一 一 i 十 2j 十 5k， 5 一 7i 二 2j 一 k, 计算 : 

(Da*b 及 aXb; (2)( 一 2a)，3b 及 aX2b; (3)a, 7 的 夹 角 余 弦 . 


解 : (Da .b= 二 (一 1)X7 十 2X2 十 5X( 一 1) 8; 


时 
axb=|—1 2 5 |=(—12, 34, —16). 
亲生 一 


〈2) 一 24 =2i—4j—10k, 3b =21i+6j—3k, 


(一 24 )。32 一 2X21 十 (一 4)X6 十 (一 10) X( 一 3) 一 48; 


六 里 
ax2b=|—1 2 5 |=—24i+68j—32k. 
14 4 —2 
(3)|a|= V30, |b|=3V6, 
a*b | 


cos0 
la 


4 
b| Vaox3y6 9V5 
5. 已 知 点 A( 一 1, 2, 3)，B(1, 2, 1),，C(0, 0, 3), 求人 和 ABC. 


解 : BC=(0 一 1, 0 一 2, 3 一 ])=( 一 1, 一 2, 2), |BC|=3, 


BA=(—1—1, 2—2, 3—1)=(—2, 0, 2), |BA|=2V2, 


| __ Be-:BA _Va 
SoA | - 2 


6. 求 点 M(1, V2, 1) 的 向 径 O 与 坐标 轴 之 间 的 夹 角 . 


解 : OV 二 (1, V5, 1), |OR| 2， eh 六 dd， Vz, D. 


LE cosp y2, cosy 


Wea 2 
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ET 习题 解析 (下 ) 


所 以 夹 角 分 别 为 a 一 了 3，Bh 一 了 ,7 一 了 


7. 验证 a 二 i 二 3j 一 k 与 5 一 2i 一 j 一 k 垂直 . 

证 明 : 1X2 十 3X (一 1) 十 (一 1) X( 一 1)=0, 故 垂直 . 

8. 已 知 M(, 一 1, 2), M (3, 3, 1), Ms(3, 1, 3), 求 与 MI, 三 次 同时 垂直 的 单位 向 量 . 
解 : MM=(2, 4, 一 1), MM=(0, —2, 2), 


5 涟 天 
MM: x MM 2 4 1|=6i—4j—4k. 
0 一 2 2 


所 以 ， 所 求 向 量 为 一 人 二 一 (3, -2, 一 2). 
一 和 二 一生 


9. 求 同 时 垂直 于 向 量 a 二 (一 3, 6, 8) 和 y 轴 的 单位 向 量 . 
解 : 设 所 求 向 量 为 (a, 5, c), 则 依 题 意 有 : 


rE 


a 二 Bens Po 3 
又 因 所 求 为 单位 向 量 ， 故 模 为 1, 有 A/ (党) 十 c 二 1, 解 得 。 -而 
所 求 向 最为 ( -5 0- 


10. 已 知 |a|=5, |5|=2, 《a, by 3， 求 c 2q 一 3 的 模 . 


解 : |2a 一 3b |?*=(2a 一 3b).， (2a—3b) 


一 |2a|: 十 |35|2 十 2。|2a| .|356| “cos 可 一 196， 

故 |2a 一 38| 一 14. 
11. 求 以 点 A(1, 2, 3)，B(3, 4，5) ，C(2，4，7) 为 顶点 的 三 角形 的 面积 . 
解 : Sawc 一 立 |7 方 | 1AC|sin 人 A= 亏 * 2BxACl. 
由 于 A 六 =(2, 2, 2), AC=(1, 2, 4)， 

ijk 
ABxAC=|2 2 2|=4i—6j+2k, 

证 要 过 


Lo 
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于 是 SAme 于 | 和 6j+2xk| - 6 Tid. 


12. 设 向 量 a=i 二 2j 一 k， 6b 二 2j 十 3k, 计算 aXxb, 并 计算 以 a, 2 为 邻 边 的 平行 四 边 形 的 
面积 . 


解 : S=|axb |, 故 Xb==|1 2 1|=8i—3j+2k, 


S= |8i—3j+2k|= V8 二 (—3)’ 二 2 =/77. 


13. 用 向 量 方法 证 明 三 角形 的 正弦 定理 : -&_ 一 -一 一 


sinA sinB sinC' 


(a 


证 明 : 设 BC=a, CA=b, AB=c, 且 |a|=a, |b|=6, |c|=c, 知 a 二 +b 十 c=0, 从 而 ec 
十 b), 因此 ， 


cxa (at+b) Xa =0—bXa =axXb. 
同 理 可 得 bXc==aXb ,所 以 
bXc=cXa =axXb. 
故 |bxce|==|cXa|==|axb|, 即 bcsinA==casinB 二 absinC, 于 是 


-本 
sinA sinB sinC” 


14. 求 与 向 量 a 二 (2, 一 1, 2) 共 线 且 满足 a*b 一 一 18 的 向 量 b. 
解 : 依 题 意 可 设 向 量 为 (24, 一 A*, 24), 故 

2。 21 十 (一 1) 。( 一 1) 十 2。2) 一 一 18, 解 得 一 一 2. 
所 求 向 量 为 一 (一 4，2， 一 4). 


"Xs 
1.3 平面 及 其 方程 


1.3.1 知识 点 概况 


1. 平面 的 方程 
(1) 点 法 式 : 设 平 面 工 过 定点 Mo(zo，yo，zo) 且 垂直 于 方向 向 量 n 二 (A, B,C), 则 所 求 
平面 方程 为 


A(z 一 zo) 十 BCy 一 y) 十 C(z 一 2) 一 05 
(2) 一 般 式 : 形 如 Az 十 By 十 Cz 十 D=0 (A，B，C 不 全 为 零 ); 
(3) 三 点 式 : 设 平 面 荆 过 三 点 Mx ys 1)， Ms(xas yz 22)» Mirs, ys ©3), Ms 
Ms ，M: 不 共 线 , 则 该 平面 了 的 方程 为 


TT TY 5 


2. 两 平面 的 位 置 关 系 
设 两 个 平面 芽 与 五 的 方程 分 别 为 
也 : Aiz 十 By 十 Ciz 十 D =0(A,，B, ，C 不 同时 为 零 )， 


I: Asz 十 Bsy 十 Cz 十 D; 二 0(A，，B,，C: 不 同时 为 零 ) ， 
则 它们 的 法 向 量 分 别 为 二 (A1, Bi, C1) 和 n, 一 (As, B,, C;). 
我 们 可 以 从 两 个 平面 方程 的 法 向 量 之 间 的 关系 导出 它们 之 间 的 位 置 关系 , 如下: 


gi A! BC _D 
人 1_D_ a 
(a 两 平面 重合 售 A。 BD 


Ai BB Cr ,Di 
(2) 两 平面 平行 SSm // n。 A BC 


(3) 两 平面 相交 全 A, ，B, ，C, 与 A,，B,，C; 不 成 比例 , 即 A : Bi : CA, : B, : C,. 
特殊 地 ， 当 两 平面 相交 时 , 我 们 通常 关心 它们 的 夹 角 9, 公式 如 下 : 


[|m * nz| 二 1A,A; 十 Bi:B: 十 CiC:| 
Imlln|l VATB+O. VATB+G 


cosg =cosm, n> 


[ 嗓 
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3. 点 到 平面 的 距离 

设 平面 芽 : Ax 十 By 十 Cz 十 D 二 0(A，B,，C 不 全 为 零 ), 平面 外 一 点 MCzo，yo，z)， 可 
以 得 到 点 M 到 平面 区 的 距离 为 
一 14mm 十 Byo 十 Ca 十 D| 


d 


1.3.2 习题 解答 


1. 指出 下 列 各 平面 的 特殊 位 置 ， 并 画 出 各 平面 : 

(1) z=0; (2) 3y—1=0; (3) 27z 一 3y 一 6 一 0; 
(4) x—V3y=0; (5) ?十 < 一 1; (6) z 一 2z 一 0; 
(7) 6z 十 5y 一 = 一 0. 

解 : (1) yOz 平 面 , 图 略 ; 

(2) 平行 于 xzOx 面 的 平面 , 图 略 ; 

(3) 平行 于 x 轴 的 平面 , 图 略 ; 

(4) 通过 < 轴 的 平面 , 图 略 ; 

(5) 平行 于 xz 轴 的 平面 , 图 略 ; 

(6) 通过 y 轴 的 平面 , 图 略 ; 

(7) 通过 原点 的 平面 , 图 略 . 

2. 求 过 点 M(1, 2, 3), 以 n= 二 (2, 2, 1) 为 法 向 量 的 平面 方程 . 
解 : 2(x 一 1) 十 2(y 一 2) 十 (z 一 3) 二 0， 

即 平面 方程 为 2z 十 2y 十 = 一 9 一 0. 

3. 求 过 点 由 (1,，0,， 0)， 了 (0，1，0) ，CC0, 0, 1) 的 平面 方程 
解 : AB=( 一 1, 1, 0), AC=(—1, 0, 1). 


i 半 
n=ABxAC 1 1 0|=itj+tk;, 


故 平面 方程 为 1X (x 一 1) 十 1X(y 一 0) 十 1X (zx 一 0)==0, 即 z 十 y 十 z=1. 
4. 求 过 原点 及 点 M(1, 1, 一 1), 且 垂 直 于 平面 4z 十 3y 十 = 一 1 一 0 的 平面 方程 . 
解 : 由 于 0OM= (1, 1, 一 D) ,于 一 (4, 3, 1), 所 以 所 求 平面 的 法 向 量 为 


3| 
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n=OMxm=|1 1 —1|=4i—5j—k, 


故 平面 方程 为 4z 一 5y 一 > 一 0. 

5. 求 过 点 (0, 0，1) 且 与 平面 3z 十 4y 十 2 一 1 平行 的 平面 方程 . 
解 : 因为 与 已 知 平面 平行 , 故 法 向 量 相同 , 故 

3(z 一 0) 十 4(y 一 0) 十 2(z 一 1) 一 0, 即 3z 十 4y 十 2z 一 2 一 0. 

6. 求 过 工 轴 和 点 (4， 一 3， 一 1) 的 平面 方程 . 

解 : 过 工 轴 , 所 以 也 过 原点 , 有 OM=(4, 一 3, 一 1). 

z 轴 的 单位 向 量 i 二 (1, 0, 0), 因此 所 求 平面 的 法 向 量 为 


OMxi= |4 3 1 j+3k. 


故 平面 方程 为 y 一 3 二 0. 

7. 求 过 点 (1,，1, 1) 且 垂直 于 平面 x 一 y 十 z=7 和 3x 十 2y 一 12z 十 5 二 0 的 平面 方程 . 

解 : 已 知 所 给 两 平面 的 法 向 量 分 别 为 正二 (1, 一 1 1), nm 一 (3, 2, 一 12), 因此 所 求 平面 
的 法 向 量 为 


mi Xns 1 10i+15j+5k, 


故 平面 方程 为 2z 十 3y 十 = 一 6 一 0. 
8. 一 平面 过 点 (1, 0, 一 1) 且 与 向 量 a==(2, 1, 1), 5 二 (1, 一 1, 0) 均 平行 , 试 求 该 平 
面 方程 . 
对 六 
解 :aXb=|2 1 1|=i+j—3k, 
1 —1 0 


故 平 面 方程 为 1X(z 一 1) 十 1X(y 一 0) 一 3(z 十 1) 一 0， 
即 z 十 y 一 3z 一 4 一 0. 
9. 求 平 面 2x 一 2y 十 x 十 5 二 0 与 各 坐标 平面 夹 角 的 余弦 . 
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解 : 2z 一 2y 十 十 5 一 0 的 法 向 量 为 n=(2, 一 2, 1) |n|=3， 
xzOy 平面 的 法 向 量 为 上 一 (0, 0, 1), 与 xOy 平面 的 夹 角 的 余弦 为 


ZXO+F(—DXOFIXL 1 
3X1 


COSQ 
zOz 平面 法 向 量 为 了 一 (0，1, 0), 与 xO< 平 而 的 夹 角 的 余弦 同 理 可 得 cos8 一 一 子 : 


yOz 平面 法 向 量 为 i 二 (1, 0，0)， 与 YO 平面 的 夹 角 的 余弦 同 理 可 得 cosy 一 3 


10. 求 三 平面 xz 十 3y 十 z= 二 1]，2zx 一 y 一 z= 二 1， 一 x 十 2y 十 2z 二 3 的 交点 . 


T= ls 
= 总 一 
解 : 由 42z 一 y 一 z 一 1， 解 得 z 一 本 ， Y= = 
—z+2y+2z=3, 


11. 分 别 在 下 列 条 件 下 确定 1，m，n 的 值 : 
(1) 使 (一 3)z 十 Gm 十 Dy 十 (一 3)z 十 8 二 0 和 (Gm 十 3)zx 十 (mn 一 9)y 十 (1 一 3)z 一 16 二 0 表示 
同一 平面 ; 

(2) 使 2z 十 my 十 3 一 5 一 0 与 1x 一 6y 一 6z 十 2 二 0 表示 两 平行 平面 

(3) 使 lx 十 y 一 3z 十 1==0 与 7z 十 2y 一 > 一 0 表示 互相 垂直 的 平面 . 

解 : (1) 将 (1 一 3)zx 十 (m 十 1)y 十 (n 一 3)z 十 8 二 0 等 号 左右 两 边 乘 一 2 得 : 
2(1—3)x—2(m+1)—2(n—3)z—16=0, 

与 男 一 个 平面 应 系数 相同 , 故 

一 2(1 一 3)=m 十 3， 


—2(m+t+1)=n—9, 


—2(n—3)=/—3, 
| 
解 得 /一 g， 7 一 9 n= 
2 m 3 
(2) 由 了 = 了 = 二 6' 故 ! 一 一 4 mm 一 3. 


(3) 由 居 7TH1X2- 一 和 类 ( 一 1)=05; 鼓 4 


12. 分 别 依 下 列 条 件 求 平面 方程 : 
(1) 平行 于 坐标 平面 zxOz, 且 经 过 点 (2, 一 5, 3); 
(2) 过 zz 轴 和 点 (一 35 1， 一 2)3 


Xs 习题 解析 (下 ) 


(3) 平行 于 xz 轴 和 且 经 过 两 点 A(4, 0, 一 2) 和 B(5, 1, 7); 

(4) 与 原点 距离 3 个 单位 , 且 平 行 于 平面 zx 十 y 十 = 一 1 一 0. 

解 : (1) 平行 于 zOz 平 面 , 则 A，C 为 0, 故 平面 方程 为 By 十 D0. 
将 (2, 一 5, 3) 代 人 有 DD=5B, 故 方程 为 y= 一 5. 

(2) 过 = 轴 , 则 C，P 为 0, 故 平面 方程 为 Ax 十 By 二 0. 

将 (一 3, 1, 一 2) 代 人 有 B 王 3A, 故 方程 为 十 3y 一 0. 

一 2C 十 D=0， 


(3) 平行 于 工 轴 , 则 由 A 一 0， 将 机 点 代 人 | 
B+7C+D=0. 


有 DD=2C，B 二 一 9C, 故 平面 方程 为 一 9y 十 = 十 2 一 0. 

(4) 平行 于 平面 zx 十 y 十 = 一 1 一 0， 故 所 求 平面 的 法 向 量 为 (1，1，1). 
同时 与 原点 距离 为 3 个 单位 ， 故 所 求 平 面 过 点 (V3，V3,， V3) 或 (一 3， 一 3， 一 V3)， 
因此 ， 所 求 平面 为 zx 十 y 十 一 3V3 一 0 或 zx 十 y 十 十 3V3 一 0. 

13. 求 点 (2，1，1) 到 平面 zx 十 y 一 = 十 1 一 0 的 距离 . 

解 : 由 点 到 平面 距离 公式 得 


|4Azm 十 Bwm 十 Ca 十 D|_ 12X1+1X1+1X( 一 1) 十 1 We 
A'+B+C 1+1+1 


d 
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1.4 直线 及 其 方程 


1.4.1 知识 点 概况 


1. 直线 的 方程 
(1) 对 称 式 : 设 Mo (zeo,，y， zo) 是 直线 1 上 的 一 个 点 , "一 (X,Y，2) 为 ! 的 一 个 方向 向 量 ， 
则 直线 / 的 方程 为 


(2) 参数 式 : 设 Mo (zo,， >， zx) 是 直线 /上 的 一 个 点 ， "一 C(X,Y,，2) 为 ! 的 一 个 方向 向 量 ， 
则 直线 ! 的 方程 为 
一 Zo 十 Xi， 
y=%+Yt, tE(—00, 十 co). 


zo 十 Qt， 


Aiz 十 By 十 Ciz 十 D,=0， 
(3) 一 般 式 : 1 其 中 ，A ，B1,， Ci 与 A;，B;，C;: 不 成 比例 . 
A:z 十 B:y 十 Cax 十 D: 一 0. 


2. 直线 的 对 称 式 与 一 般 式 的 互 化 
(1) 直线 方程 的 一 般 式 转化 成 对 称 式 
Zz 二 Biy+Ciz+D,=0 


Al 
已 知 直线 方程 的 一 般 式 ;] . 其 中 A，Bi，C' 与 As ，B: ，Cs 不 成 
As:z 十 Bzxy 十 Czz 十 D: 王 0 


比例 ,下 面 将 其 转化 成 直线 的 对 称 式 . 
首先 我 们 知道 一 般 式 中 的 两 个 平面 的 法 向 量 分 别 为 下 一 (4A ,Bi ,CD 一 (A:,B .CD). 因 为 
mi | La | 一 m Xm ,所 以 可 取 


B Ci 析 页 A! B, 


nxm-| 


B, C| |C: A,| |A, B; 


为 /的 方向 向 量 . 在 直线 1 上 任 取 一 点 , 设 为 Mo(zxo， yo，xzo), 于 是 交 线 ! 的 对 称 式 方程 为 


| 


数学 习题 解析 (下 ) 
"a J Zo 
B! COC C A A! 8B, 
B, C: Cz A;, 4。 B, 


(2) 直线 方程 的 对 称 式 转化 成 一 般 式 


已 知 直线 方程 的 对 称 式 :一 一, 下面 将 其 转化 成 直线 的 一 般 式 . 


在 对 称 式 中 分 列 两 个 等 号 为 两 个 等 式 ,得 


一 一 务 


下 亚 


了 一 Jo 之 Xo 


于 ZZ 


整理 即 可 得 到 直线 方程 的 一 般 式 . 
3. 两 直线 的 位 置 关 系 
设 两 条 直线 4 与 /; 的 方程 分 别 为 


e 1 方向 向 量 w=(Xi, Ys 2 ，M 一 my ys 4) Eh; 
4 = 方向 向 量 w 一 (Xs Ys, Zo), Mv, ya £0) El. 


4 与 2 有 如 下 位 置 关 系 : 
(1) 4 与 4 重合 舍 w /v1/MiM: 


OX: 一 (一 : (ys—y1) : (zs—21), 


(2) 1 Sls 平行 Sv /ve 且 不 平行 于 MM; 
OX :YY :ZZ 一 Xe :Ys :DZ 关 (z 一 站 ) (yO— 1): (zs—21). 


(3) 4 与 4 相交 时 ni, ww 而 于 共 面 ， 且 mm, wm 不 共 线 
Ta Tl | Z2 Tl 
S| xX Y, 2 区 
bp Y: 及 
wi 一 人 秽 | Z2 一 1 
(4) 4 与 4 异 面 富 ww MC 不 共 面 富 | 和 Y, EAE 
> 2 多 
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其 中 , 当 两 直线 4 与 4 相交 时 ,所 形成 的 4 个 角 中 ， 不 大 于 三 的 那 对 对 项 角 0 叫做 这 两 条 
直线 的 夹 角 . 公式 如 下 : 


In .了 | 
cos0= | cos ， Va> | = 


[mn | rl 


4. 直线 与 平面 的 位 置 关系 


设 直 线 /: = 过 点 Mu(zo，yw ，zo), 方向 向 量 为 v= (X,Y, 2). 


平面 I: Az 十 By 十 Cz 十 D==0, 法 向 量 为 n= (A, B，C). 
则 :与 也 有 如 下 位 置 关系 : 
(1) 7 在 区 上 人 NT, 且 AM 在 世上 全 "nm 一 0, 且 M 在 世上 

SAX+BY+CZ=0, 有 Az 十 By 十 Czo 十 也 一 0. 
(2) NT 全 rwV/I, 且 M 不 在 也 上 全 "。m 一 0, 且 Mo 不 在 I 上 

AX+BY+CZ=0, 且 Azxo 十 Byo 十 Czo 十 DD 去 0. 

(3) ! 与 也 相交 所" 与 五 不 平行 呈 AX 十 BY 十 CZ 天 0. 
其 中 , 当 直 线 ! 与 互相 交 时 , 我 们 常 考虑 其 交角 的 大 小 , 将 直线 与 它 在 平面 上 的 投影 之 间 


的 夹 角 0(0<0< 训 ) 称 为 直线 与 平面 的 夹 角 .公式 如 下 


si | [AX+BY+CZ| 
| [nl VxiiY iF . VATTB THC 


5. 点 到 直线 的 距离 


设 直线 /一 一 和 ,方向 向 量 v 一 (X,Y, 2), Mi 一 (zx, y, mm) El, 直线 


外 一 点 M(xzo，yo， zo)， 可 以 得 到 点 M 到 平面 1 的 距离 为 
多 |yXAN MI 


?| 
mW mm me wml lm Wt 
+ + 
至 A 名 X X ¥ 
下 十 殉 二 ZZ 


1.4.2 习题 解答 


1. 求 过 点 M (1, 一 1, 3), M;,( 一 1, 0, 2) 的 直线 方程 . 
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解 : s=MIWW=( 一 2, 1, 一 1)， leg i 


解 : 与 已 知 直线 平行 , 故 方向 向 量 相同 ， a 


3. 求 过 点 (0, 2, 4) 且 与 两 平面 x 十 2z= 二 0，y 一 3z 二 2 平行 的 直线 方程 . 


oe ， 
解 : s=|1 0 2 |= 一 2i3j 十 kt， -于 
六 二 
4. 过 点 M(1, 一 5, 3) 且 与 x，y，>x 三 轴 分 别 成 60", 45”, 120° 的 直线 方程 . 


~. _l1 
解 : cos 3 3 COs 下 一 洒 ， 


Vi -1 
5. 求 过 点 A(2, 一 3, 4) 且 和 y 轴 垂 直 相交 的 直线 方程 . 
解 : 过 点 A 与 y 轴 垂 直 相 交 , 故 过 点 (0, 一 3, 0), 记 为 B. 


二 2 yt3_ z—4 
0 4“ 


故 方向 向 量 为 (十 ,站 二 !), 故 直线 方程 为 2 一 > 一 和 


s 二 AB==( 一 2, 0, 一 4), 故 直 线 方程 为 一 -一 


6. 求 过 点 MC1, 0， 一 2) 且 与 两 直线 二 一 了 * 一 革 垣 直 的 直线 方程 


EE + 
1 —1’1 一 ! 0 
解 : 与 两 直线 垂直 , 故 与 两 直线 的 方向 向 量 都 垂直 . 


站 济 质 
可 取 方向 向 量 为 s 二 |1 1 1 i—j—2k; 
I -= 二 有 
一 天 要 
2 


7. 求 过 点 M(2, 一 3, 一 5) 且 与 平面 6z 一 3y 一 5 十 2 一 0 垂直 的 直线 方程 . 


解 : 平面 的 法 向 量 即 直 线 的 方向 向 量 , 所 以 直线 方程 为 2 一 汪 马 一 2 


8. 求 过 点 M(0, 1, 0) 且 与 两 平面 zx 一 2y 一 1 二 0 和 > 十 3x 一 4 一 0 都 平行 的 直线 方程 . 
解 : 直线 与 两 平面 的 法 向 量 都 垂直 , 故 直 线 的 方向 向 量 为 


第 乔 


s 一 |1 一 2 0|=—6i—3j+k, 


直线 的 方程 为 三 一 2 一 < 
Tz—y+z= 
9. 用 对 称 式 方程 及 参数 方程 表 示 相 | 
2z 十 y 十 = 一 4. 
i jj 大 


解 : s 一 |1 | 2i 十 j 十 3k, 取 工 1 代 和 直线 方 要 |、 
区 二 3? 十 zx 一 2， 


直线 的 对 称 式 方程 为 二 志 一 2 一 2 


Z 一 1 一 24， 
设 三 = 一 =, 则 直线 的 参数 方程 为 1y 一 1 十 4， 
z 一 1 十 3 


,WE 
) 4 


X= 一 3t 一 2 
解 : 设 瑟 = 一 = ns = 
全 
一 般 方程 可 把 对 称 式 方程 拆 成 两 个 平面 方程 联 立 , 即 


一 名 UY z+3y—1=0, 
| 


化 为 参数 方程 和 一 般 方程 . 


空间 解析 几何 初步 


0， 
解 得 z=1]，y=1. 


二 一 全， 了 一 】 4y 一 zx 十 2 一 0. 
让 下“ 
5 4z 十 3y 十 2z 一 1 一 0， 
11. 求 过 点 (名 ,一 1， 一 1!) 与 垂直 的 平面 方程 。 
2z 十 7y 一 6z 十 5 一 0 


站 


解 : 直线 的 方向 向 量 为 平面 的 法 向 量 , 即 n 二 |4 3 2 | 二 一 32i 二 28j 十 22k. 


于 1 —& 


平面 方程 为 一 32(z 一 过) 十 28C>+D 十 22(=+D) 一 0， 即 一 32z 十 28y 十 22z 十 130 一 0. 


反串 


ET 习题 解析 (下 ) 
La 


12. 求 过 点 (1，2，3) 上 且 通 过 直线 一 一 -各 的 平面 方程 . 


解 : 平面 过 直线 < 一 3 一 各, 大 过 点 (4， 一 3,0) ,根据 已 知 还 过 点 (1，2，3) ,故此 两 


点 所 确定 的 向 量 为 (3, 一 5, 一 3), 平面 的 法 向 量 同时 垂直 于 此 向 量 及 直线 的 方向 向 量 , 即 


n 1 4 2 22i—907—7k. 


平面 方程 为 一 22(x 一 1) 一 9(y 一 2) 一 7(z 一 3) 一 0, 即 22z 十 9y 十 7z 一 61 一 0. 
Z 一 2 一 3， 
13. 求 过 点 M(2, 1, 0) 且 与 直线 $y 二 3t 十 5, 垂直 的 平面 方程 . 


z=t 


解 : 由 直线 的 参数 方程 可 得 对 称 式 方程 : 2 一半 一 半 ， 直 线 与 平面 垂直 , 故 直线 的 方向 


向 量 即 为 平面 的 法 向 量 , 平面 方程 为 2(x 一 2) 十 3(y 一 ]) 十 1(z 一 0) 二 0, 即 2z 十 3y 十 = 一 7 一 0. 


5z 一 3y 十 3z< 一 9 一 0， 2z 十 2y 一 z 十 23 一 0， 
14. 求 直线 | 与 直 名 的 夹 角 的 余弦 。 
3z 一 2y 十 zx 一 1 一 0 3z 十 8y 十 < 一 18 王 0 
怀 和 汪 
解 : 一 |5 3 3 引 =3i 十 4 一 上 ，|s | 一 V26， 
叶 一 和 1 
i 重 


sg= |2 2 1|=10i—5j+10k, |si|=15, 


X1044X(— 杀 十 (一 1 六 
cos0 0. 


V26X15 


1 薄 ' “下 卡 让。 到 
15. 求 直线 2 上 一 2 二 1 一 上 和 直线 - 世 一 > 二 1 一 吉 的 夹 角 . 


解 : si 一 (3, 4, 5)，|s | 一 /3 十 笃 十 史 一 5V2， 


ss=(—1, 2, 2), |s; |=/(—1)7 二 2+ =3, 


1)+4X2+5x2_ 1 


3X(— 
cos0 » 
小 2 V2 


所 以 夹 角 为 0 一 于. 
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16. 确定 下 列 各 组 中 的 直线 和 平面 间 的 关系 : 


Xx—3_ y+4 
-2 7 


(1) 


3 与 47 2y 一 2z 一 3; 


(2) 本 一 2 一 了 与 3z 一 2 十 7z 一 8; 


2 区 
一 和 ee 
Ca 三 一 = 天 上 到 让 S 
Z 十 y 一 3 一 5 一 0， 
(4) 与 2x 一 2y 一 7 二 03 
—ZX—y 一 3z 十 1 二 0 
X=3t, 
(5) 4y=t+9 与 x 十 y 十 xz 一 10==0 
z= 一 4t—4 


解 : (1) 直线 的 方向 向 量 为 s, 平面 的 法 向 量 为 n, 直线 与 平面 的 夹 角 为 9 且 


sing= | cosn, s) | 一 i a 


可 验证 直线 上 的 点 代入 平面 方程 不 成 立 , 故 直 线 与 平面 相交 . 

(2) s 一 (3, 一 2, 7), n 二 (3, 一 2, 7)，s 二 n, 故 直线 与 平面 垂直 . 

(3) s 一 (3, 1, 一 4) ，m 一 (1, 1, 1), 可 验证 s。m 王 0, 且 将 直线 上 的 点 代入 平面 方程 成 立 ， 
即 点 在 平面 上 . 


(4) s=| 1 1 3 6i+6j, n=(2, —2, 0)， 


s 一 一 32， 故 直线 与 平面 垂直 . 
(5) s 一 (3,，1, 一 4)，n 二 (1, 1, 1)，s .nm 一 0， 由 于 直线 上 的 点 (0, 一 9, 4) 不 在 平面 
上 , 故 直线 与 平面 平行 . 


"Xs 


1.5 曲面 及 其 方程 


1.5.1 知识 点 概况 


1. 曲面 的 方程 

如 果 曲 面 瑟 与 方程 FLz，y， xz) 一 0 满足 : 

(1) 曲面 上 每 一 点 的 坐标 都 满足 方程 F(z, y， zx) 二 0; 

(2) 以 满足 方程 F(z, y,， xz) 二 0 的 解 为 坐标 的 点 都 在 曲面 了 上. 

称 方程 F(x，y,， zx) 二 0 为 曲面 的 方程 , 称 曲面 5 为 此 方程 的 图 形 . 

2. 球面 

设 定点 CCze,， yi ， xz), 定 长 为 尺 , 则 以 C 为 球 心 、 以 R 为 半径 的 球面 方程 为 


(z 一 Zo 关 十 (y 一 X% 关 十 (< 一 2 六 一 民 . 


3. 椭 球 面 


2 


五 十 揪 十 所 一 1 (a>0, b>0, c>0). 
a 


4. 双 曲 面 


] 


由 方程 号 十 落 一 气 一 1 (ae>0，0>>0， <c>>0) 所 确定 的 曲面 称 为 单 叶 双 曲面 . 


ee 


由 方程 互 十 点 一气 一 一 1(a>>0. b>0,c>0) 所 确定 的 曲面 称 为 双 叶 双 曲面 


5. 抛物 面 


由 方程 == 到 十 中 (a>0，6>0，c>0) 所 确定 的 曲面 称 为 椭圆 扫 物 面 


由 方程 z= 扎 一 区 (a 之 0, b>0，c>0) 所 确定 的 曲面 称 为 双 曲 抛物 面 . 


6. 柱 面 
用 直线 上 沿 空间 一 条 曲线 厂 平 行 移动 所 形成 的 曲面 称 为 柱 面 . 动 直线 上 称 为 柱 面 的 母 
线 , 定 曲 线 荆 称 为 柱 面 的 准 线 . 


[2 
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常见 的 柱 面 有 : 
(1) 圆柱 面 : 十 y= 二 R?; 


2 2 
(2) 椭圆 柱 面 : 各 十 小 二 1; 


(3) 双 曲 柱 面 : 点 一 所 一 1 

(4) 抛物 柱 面 : zx? 二 2py. 

7. 旋转 曲面 

一 条 平面 曲线 厂 绕 同一 平面 内 的 一 条 定 直线 LL 旋转 所 形成 的 曲面 称 为 旋转 曲面 . 曲线 下 
称 为 旋转 曲面 的 母线 , 定 直线 工 称 为 旋转 曲面 的 旋转 轴 . 

设 母线 卫 在 yOx 平面 上 , 它 的 平面 直角 坐标 方程 为 FCy, <x) 二 0, 则 丁 绕 > 轴 旋 转 所 成 的 
旋转 曲面 的 方程 为 F( 填 Vx’ 十 y， x) 二 0. 


1.5.2 习题 解答 


1. 一 动 点 移动 时 , 与 点 A(4, 0, 0) 及 xOy 平 面 等 距离 , 求 该 动 点 的 轨迹 方程 . 
解 : 设 动 点 M(x，y，x)，, 依 题 意 有 
(zx—4)’:+(y—0)? 二 +(z—0)’ = Vez, 
解 得 (zx 一 4)? 十 y= 二 0. 
2. 一 动 点 到 x 轴 的 距离 与 它 到 点 (1, 2, 0) 的 距离 相等 , 求 动 点 的 轨迹 方程 , 并 指出 是 何 
种 曲面 . 
解 : 设 动 点 M(x,y，z), 依 题 意 有 
(7z 一 z) 十 (y 一 0)7 十 (< 一 0)2 一 VCz 一 1 十 (y 一 2)7 十 (< 一 0)7 ， 
解 得 x* 一 2+ 一 4y 十 5 二 0, 是 一 母线 平行 于 = 轴 的 抛物 柱 面 . 
3. 求 下 列 各 球面 的 方程 : 
(1) 球 心 (2, 一 1, 3), 半径 为 R=6; 
(2) 球 心 在 原点 , 且 经 过 点 (6, 一 2, 3); 
(3) 一 条 直径 的 两 端点 是 (2, 一 3, 5) 与 (4, 1, 一 3); 
(4 通过 原点 与 点 (4 05 0)s (1 83 0); (05 0 一 4 


解 : (1) (zx 一 2)? 十 (y 十 1)? 十 (z 一 3)? 二 36; 
(2) zy 十 2 :=49; 
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Xs 习题 解析 (下 ) 


C99 (一 和 十 十 凡 十 统一 1 了 = 刘 

(hE Ei EN 

4. 求 下 列 旋 转 曲 面 的 方程 : 

(1) 将 zOy 坐标 平面 上 的 抛物 线 y* 二 5z 绕 z 轴 旋 转 一 周 , 求 所 生成 的 旋转 曲面 的 方程 . 
解 : yy 十 = 二 5zx. 


2 


(2) 将 sOz 平面 上 的 双 曲 线 所 一 三 一 1 分 别 绕 工 轴 和 = 轴 旋 转 一 周 所 生成 的 施 转 山 


Cc 


面 方程 . 


解 : 绕 < 轴 所 生成 的 施 转 曲 面 三 一 汪 吉 于 ==1. 


绕 = 轴 所 生成 的 旋转 曲面 二 二 世 一 所 一 1 


EE 
(3) 将 zxOy 平 面 上 的 曲线 4z 一 16y 一 100 分 别 绕 工 轴 和 > 轴 旋 转 一 周 所 生成 的 旋转 曲面 方程 . 
解 : 绕 工 轴 所 生成 的 旋转 曲面 4 一 16y’ 一 16x* 二 100. 

绕 > 轴 所 生成 的 旋转 曲面 4x 十 4z* 一 16y* 一 100. 

5. 指出 下 列 曲面 哪些 是 旋转 曲面 ? 如 果 是 旋转 曲面 , 说 明 它 是 如 何 产生 的 . 

(1) x 二 Ty 二 z=1; 


解 : 球面 , x 十 y 二 1 绕 z 或 y 轴 旋 转 所 生成 的 旋转 曲面 , y* 十 x 二 1 绕 y 轴 或 = 轴 旋 转 


所 生成 的 旋转 曲面 , 十 > 二 1 绕 工 轴 或 = 轴 所 生成 的 旋转 曲面 . 


(2) z+2y 二 +32 =1; 
解 : 不 是 旋转 曲面 , 为 单 叶 双 曲 面 . 


a 
(3) 河 十 皂 十 于 一 1 


解 : 革 十 守 =1 绕 y 轴 旋转 所 生成 的 旋转 曲面 , 或 于 十 革 一 1 绕 y 轴 放 转 所 生成 的 旋转 出 面 . 
a SR 

(A) at =]; 

解 : 一半 十 之 一 1 绕 y 轴 旋 转 所 生成 的 旋转 曲面 . 或 忆 一 半 一 1 绕 y 轴 旋 转 所 生成 的 旋转 曲面 

CH C= 


解 : 之 一 之 一 1 绕 工 轴 旋 转 所 生成 的 旋转 曲面 , 或 x 一 y==1 绕 并 轴 旋 转 所 生成 的 旋转 曲面 . 
(6) 好 十 多 一 2z 一 0. 
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解 : y 一 2 一 0 绕 = 轴 旋 转 所 生成 的 旋转 曲面 , 或 二 一 2* 一 0 绕 = 轴 旋转 所 生成 的 旋转 曲面 . 
6. 指出 下 列 方程 在 平面 直角 坐标 系 和 空间 直角 坐标 系 中 分 别 表示 什么 图 形 ， 


(1) y=5x; 2 于 + 车 =1; 

(3) x:—y=1; (4) y=4z. 

解 : (1) y 一 5z 在 平面 直角 坐标 系 中 表示 过 原点 的 直线 , 在 空间 直角 坐标 系 中 表示 过 = 轴 
的 平面 . 


(2) 于 十 拓 一 1 在 平面 直角 坐标 系 中 表示 椭圆 ,在 空间 直角 坐标 系 中 表示 燃 圆柱 面 ， 


(3) x 一 y 二 1 在 平面 直角 坐标 系 中 表示 双 曲 线 , 在 空间 直角 坐标 系 中 表示 双 曲 柱 面 . 
(4) y= 二 4x 在 平面 直角 坐标 系 中 表示 抛物 线 , 在 空间 直角 坐标 系 中 表示 抛物 柱 面 . 
7. 指出 下 列 曲面 的 名 称 , 并 作 图 : 


(1) 夺 + 务 = 
解 : 母线 平行 于 < 轴 的 椭圆 柱 面 . 图 略 . 
(2) 光一 225 

解 : 母线 平行 于 工 轴 的 抛物 柱 面 , 图 略 . 
(3) zx 十 y :十 z* 一 27 二 1; 


解 : 球 心 在 (1, 0, 0 ), 半径 为 1 的 球 , 图 略 . 


is 


党 接 。 甘 
(4) 4 3 十 3 1; 


解 : 二 十 半 =1 或 于 二 地 一 1 绕 z 轴 旋 转 所 形成 的 旋转 曲面 , 图 咯 . 


8. 画 出 下 列 各 曲面 所 图 成 的 立体 图 形 : 

(1) 3zx 十 4y 十 2z 一 12 二 0 与 三 个 坐标 面 所 围 成 ; 

(2) 2y 二 x， zx 十 y 十 z 二 1,， z= 二 0 所 围 成 ; 

(3) xz:+y =R’, zz =R’; 

(4) z= 二 0, z= 二 a(a>>0), y==x， 工 十 二 1 及 z=0 在 第 一 卦 限 部 分 ; 
(5) z= Va —zr—y, r+y =ar, z=0, (a>0); 

(6) s—=y/P TR = 0 

解 : 略 . 


ET 习题 解析 (下 ) 


1.6 曲线 及 其 方程 


1.6.1 知识 点 概况 


1. 曲线 的 方程 
(1) 一 般 式 : 设 曲 面 31 的 方程 为 Fi(z, >，x) 一 0, 曲面 ;的 方程 为 F(x, y，>) 一 0, 则 
满足 方程 组 


ev y» 2)=0, 
| it, D0 
的 点 的 轨迹 叫做 曲线 , 该 方程 称 为 曲线 的 方程 . 
T=7X(t), 
(2) 参数 式 ， | 
Gn 
2. 空间 曲线 在 坐标 面 上 的 投影 
对 一 般 的 空间 曲线 ,以 械 为 准 线 , 作 母 线 平行 于 x 轴 的 柱 面 3., 称 3. 与 xOy 平面 的 交 
线 L. 为 本 在 xOy 平面 上 的 投影 曲线 (简称 投影 ), 称 柱 面 5. 为 厂 关 于 xOy 平面 的 投影 柱 面 . 


1.6.2 习题 解答 


1. 指出 下 列 方程 所 表示 的 曲线 的 形状 . 
37’ 二 y=z， 

(1) < 
y=3. 

解 : 表示 平面 y 二 3 上 的 抛物 线 3x’ 十 9 二 x. 
T+4y +92 =305 

(2) 
z 一 1. 

解 : 表示 平面 > 一 1 上 的 椭圆 x 十 4y 一 21. 


2 一 一 
《3 
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Z 一 一 3. 


CE 
解 : 表示 平面 zx 一 一 3 上 的 双 曲 线 一 4 交 十 之 一 16. 
电 十 之 一 4z 十 8 一 0， 
| 
y=4. 
解 : 表示 平面 > 一 4 上 的 抛物 线 之 一 4z 十 24 一 0. 


Z 一 2 一 0. 


=1. 


解 : 表示 平面 < 一 2 上 的 双 曲 线 妆 一 


2. 求 下 列 曲线 关于 zOy 平面 的 投影 方程 . 


y+ 2z=0， 
(GD) 


Co 


解 : 


好 十 交 十 空 一 1， 
(2) 
妇 十 (y 一 1) 壮 十 (< 一 1)2 一 1. 


z+2y—2y=0, 


(3) 


z 十 z 十 1 一 0 
zy —zx—1=0 
解 : 
z=0. 
z=2—2—y, 
3 求 出 级 | 在 三 个 坐标 平面 上 的 投影 曲线 方程 . 
z& 一 ( 工 一 1) 十 (7 一 1) 


2 


Zz 二 Ty =z 二 +y, 
解 : 在 xzOy 平面 上 的 投影 中 线 方程 为 | 二 


2 


2y 


在 yOz 平面 上 的 投影 遇 线 方程 为 | 


一 未 


f22 十 2zz 十 于 一 4z 一 3z 十 2 一 0， 
在 zOz | 
y=0. 
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ET 习题 解析 (下 ) 


4. 求 抛物 面 y 十 > 二 与 平面 z+ 十 2y 一 x 二 0 的 交 线 在 三 个 坐标 平面 上 的 投影 方程 . 


ZX 二 5y 二 4zy 一 z=0， 
解 : 在 zOy 平面 上 的 投影 曲线 方程 为 


刀 


在 >Ox 平面 上 的 投影 曲线 方程 为 


,3 


Zz 二 +52 —2rz—4zr=0, 


在 zOz 平 面 上 的 投影 曲线 方程 为 


L 
| hit 


y=0. 
5. 求 锥 面 z= 二 Vx 十 y 与 柱 面 x* 二 2x 所 围 成 的 立体 在 三 个 坐标 平面 上 的 投影 . 


一 
解 : 在 zOy 平面 上 的 投影 为 


在 yOz 平面 上 的 投影 为 


在 zOz 平面 上 的 投影 为 


6. 求 曲面 *= V6 一 一 y 与 x 十 y 一 z 所 围 的 立体 在 zxOy 平面 上 的 投影 . 


mR i 


z= V py 
解 : 1 可 得 投影 | 
zy =z, z=0, 


7. 设 一 个 立体 由 上 半球 面 *= V4 一 x 一 y 和 锥 面 z< 二 V3(x* 十 yy) 所 围 成 , 求 它 在 xOy 面 
上 的 投影 . 


z= V4—x:—y， ls 
解 : 可 得 投影 | 


z= V3(T+Yy), 一 
X=acos0, 
8. 求 螺旋 线 4y 一 asin9， 在 三 个 坐标 面 上 的 投影 曲线 的 直角 坐标 方程 . 
z=00 
解 : 由 xz 二 acos9，y 一 asin0, 得 式 十 y 一 a:, 故 该 螺旋 线 在 zxOy 面 上 的 投影 曲线 的 直角 
:+ ya 
生 标 广 各 为 | 


由 y 一 asin0，z 一 00. 得 > 一 asin 5 ， 故 该 螺旋 线 在 yOz 面 上 的 投影 曲线 的 直角 坐标 方程 


[so_ 
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y=asin 


为 分 


元 一 acos2t， 


9. 化 曲线 4y 一 asin2t，(0 生 :上 委 2r) 为 一 般 方程 . 


10. 将 下 列 曲线 的 一 般 方程 化 为 参数 方程 : 
(zx—D’+y +(z+1):=4, 
(1) 1 


z=0. 


空间 解析 几何 初步 


由 z 一 acos0，x 一 00, 得 zx 一 acos , 故 该 螺旋 线 在 zxOx 面 上 的 投影 曲线 的 直角 坐标 方程 


解 : 将 z==0 代入 (zx 一 1)? 十 六 十 (xz 十 1)? 二 4, 可 得 (z 一 1)2 十 交 王 3， 取 工 一 1 一 V3cost， 则 


X=1+V3cost, 
y=V3sint， 从 而 可 得 该 曲线 的 参数 方程 4y 二 V3sint， (0<1<27). 
z=0， 
到 十 江 十 之 一 9， 
(2) 1 


y=Z, 


解 :将 y=z 代 人 xz? 十 y 十 z=9, 得 2zx? 十 z*= 二 9, 取 工 Tn 则 > 
V2 
3 
工 一 二 cost， 
2 


的 参数 方程 | 36s, (0<1<2m). 
人 


z= 3sint, 


3sint, 可 得 该 曲线 


Xs 习题 解析 (下 ) 


1. 在 正确 的 结论 后 打 对 号 , 在 错误 的 结论 后 打 叉 号 . 


(1) 车 a*b==b*c 且 b 关 0, 则 oa 一 c; ( 

(2) 若 aXb=bxXec 且 b 关 0, 则 a=c; pe 

(3) 车 a c=0, 则 a 一 0 或 c=0; CC 3 

(4) axb=—bXa. 外 纪 

解 : (1) 错 ; (2) 错 ; (3) 错 ; (4) 对 . 

2. 填空 题 

(1) 已 知 向 量 a 二 (2, 3, 一 4)，b 二 (5, 一 1, 1), 则 向 量 c 二 2a 一 3b 在 y 轴 上 的 投影 向 量 
是  ; 

(2) 若 |a| 15|=V2, a, 5 的 夹 角 为 子 , 则 |ax5b|= » a b= ; 


(3) 已 知 A(l1;0,1)，B(2; 3, 一 1)，C( 一 1, 2, 0), 则 三 角形 ABC 的 面积 为 ; 
(4) 设 a=(2,1,2)，b=(4, 一 1, 10)，c=b 一 a, 且 alc, 则 4= ; 

(5) 已 知 原点 到 平面 2x 一 y 十 kz 一 6 二 0 的 距离 等 于 2, 则 的 值 为 

(6) 与 平面 + 一 y 十 2z 一 6 二 0 垂直 的 单位 向 量 为 ] 

(7) 过 点 (一 3, 1, 一 2) 和 (3, 0, 5) 且 平行 于 zx 轴 的 平面 方程 为 


解 : (1) 9j; (2) V2,0; (3) FV3; (4) 3; (5) +2; (6) Qi, 1, 2); 


ey 下 冬 e 
(7) 7y+z—5=0; (8) 0 一 了 es 


& a=tly = 条 对， 3 分; 守 征 ， 
(Daxb; (2)(2a—b) » (atb); (3) |a—b|’. 
i 
解 : (1) aXb=|1 一 2 1|= 一 5i 一 j++3k; 
和 和 计 更 
Wy ab,, 50, wld —1, 2 
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(2a—b) * (a+b)=7; 


《一 大 = 一 95 —1), la —b |*=10. 
4. 已 知 向 量 Pi 忆 的 始点 为 P, (2， 一 2，5), 终点 为 Ps( 一 1, 4, 7), 试 求 ; 
(1) 向 量 i 忆 的 坐标 表示 ; (2) 向 量 忆 已 的 模 ; 
(3) 向 量 Pi 忆 的 方向 余弦 ; (4) 与 向 量 Pi 忆 方向 一 致 的 单位 向 量 . 
解 : (1) PiP; 一 (一 3, 6, 2); 


(2) |BiP|= V3) +6 +2 =7; 


3 6 和 
(3) cosa 7 cosp 7 了， cosy 了 
PiP;, 1 
(4) 3 6 
[BP| 7 


5. 已 知 向 量 a 与 5 的 来 角 为 56， 且 |a| V3，|5|==1, 求 a+b 与 a 一 b 之 间 的 夹 角 . 


解 : la 十 b|?: 二 (a+b)* (a+b)=|a|:+|b 
la—b|’=(a—b)* (a—b)=|a|’+|b|:—2lal |b|cos0=1, 


:十 2|a| |b|cos0=7, 


(a +b)* (a—b)= |a|:—|b|’:=2, 


CD ab) 2 2 
故 夹 角 的 余弦 为 6 十 p] a 一 5| 一- 厅 ， 故 夹 角 为 车 


6. 求 一 向 量 D, 使 p 满足 下 面 三 个 条 件 : 
(1) p 与 x 轴 垂 直 ; 
(2) a=(3, —1, 5), a* p=9; 


(3) b=(1, 2, —3), b*:p 4. 
解 : 设 p= 二 (x, y,， zx)，z 轴 的 单位 向 量 (0, 0, 1), 故 zx。0 十 y。0 十 x。1 一 0, 故 x 二 0. 
由 a=(3, 一 1, 5), a。 p= 二 9, 有 3x 一 y= 二 9. 


由 b=(1, 2, 一 3), bp 二 一 4, 有 zz 十 2y 二 一 4. 
解 得 + 二 2，y 二 一 3, 所 以 p 为 (2, 一 3, 0). 

7. 求 满足 下 列 条 件 的 平面 方程 ; 

0 对 三 虑 BBO Ds 对 By 1s Bt 0; Ds 


多 :PP:=(1, 一 二 一 


i j 大 
PPXxPP=I1 1 1| =i—5j—4k, 
多 -证 这 
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"Xs 习题 解析 (下 ) 


故 平面 方程 为 zx 一 5y 一 4z 十 13 一 0. 
(2) 过 工 轴 上 且 与 平面 /5z 十 2y 十 = 一 0 的 夹 角 为 了 
解 : 设 平面 方程 为 Az 十 By 十 Cz 十 D=-0, 过 xz 轴 , 所 以 方程 为 By 十 Cz 二 0, 法 向 量 为 


有 有 |V5。0 十 2XB 二 1IXCI 1 


(0 By Os 和 和 或 有 一 一 3C, 故 平面 方程 为 兰 十 < 一 0 
或 一 3y 十 z==0. 
二 
8. 一 而 过 直线 和 且 与 平面 zx 一 4y 一 8z 十 12 一 0 垂直 , 求 该 平面 方程 . 
i i 训 k 
解 : |1 5 1 5i+2j—5k, 5 . | 36i—45j 二 18k. 
LL 1 =- 乾 一 一 站 


平面 过 直线 , 故 任 取 直 线 上 的 一 点 也 在 平面 上 , 取 (0， 一 后, 4), 可 得 平面 方程 为 4z 十 5y 


一 2z 十 12 一 0. 
9. 求 通过 点 A(3, 0, 0) 和 B(0, 0, 1), 且 与 平面 了 :zx 十 y 十 z= 二 1 垂直 的 平面 方程 . 
i jk 
解 : A 访 =( 一 3, 0, D),， | 1 1 1|==i 一 条 十 3k, 故 平面 方程 为 zx 一 4y 十 3< 一 3 一 0. 
—3 0 1 
10. 求 既 与 两 平面 x 一 4 二 3 和 2x 一 y 一 5 二 1 的 交 线 平行 , 又 过 点 (一 3, 2, 5) 的 直线 方程 . 
i j kk 
解 : |1 0 一 4|= 一 4 一 3j 一 kt 故 直 线 方程 为 一 > 2 一 < 
2 一 1 一 5 


11. 一 直线 过 点 A( 一 1, 0, 4), 且 平 行 于 平面 3z 一 4y 十 = 一 10 一 0， 又 和 直线 一 2 


一 六 相交 , 求 该 直线 方程 . 
解 : 设 所 求 方程 为 2 一 > 一， 所 求 直 线 平行 于 平面 3+ 一 4y 十 x 一 10 二 0, 故 有 


3m—4nt+p=0. (0 
-I S00 0 
又 所 求 直线 与 直线 < 了 一 一 地 相交 , 故 有 | 1 1 2 |=o, 即 


m n p 
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l0m—4n—3p=0. 


由 式 和 @ 可 得 二 一 二 一， 所 求 直线 方程 为 < 一 六 一 和 5 
2. 指出 下 列 方程 表示 的 图 形 名 称 : 
(1) z+4y:T+z :=1; (2) 之 十 到 一 2z3 (3) z= Vz ty ; 
z=X 十 yy ， 
(4) x — y=0; (5) zx:—y:=1; (6) | 
< 一 2. 


解 : (1) 绕 y 轴 旋 转 的 旋转 椭 球 面 ; 
(2) 绕 x 轴 旋 转 的 旋转 抛物 面 ; 
(3) 绕 > 轴 旋 转 的 锥 面 ; 
(4) 母线 平行 于 = 轴 的 两 垂直 平面 : x 二 y, x 二 一 y; 
(5) 母线 平行 于 = 轴 的 双 曲 柱 面 ; 
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© 


(6) 旋转 抛物 面 被 平行 于 xOy 面 的 平面 截 得 的 圆 ,半径 为 V2, 圆心 在 (0, 0, 2) 处 . 


第 2 章 多 元 函数 微分 法 及 其 应 用 


多 元 函数 微分 学 是 一 元 函数 微分 学 的 推广 , 两 者 有 相似 之 处 , 又 有 一 些 本 质 的 差异 . 本 章 
的 重点 知识 是 多 元 函数 的 极限 、 连 续 、 偏 导数 及 全 微分 的 概念 及 其 它们 之 间 的 关系 ,特别 是 
各 种 函数 的 有 关 偏 导数 及 全 微分 的 计算 、 求 空间 曲线 的 切线 和 法 平面 , 空间 曲面 的 切 平面 和 
法 线 . 最 后 讨论 了 多 元 函数 的 极 值 、 方 向 导数 和 梯度 . 


2.1 多 元 函数 的 极限 与 连续 性 


2.1.1 知识 点 概况 


1. 多 元 函数 

(1) 定义 : 设 有 三 个 变量 zx, >y 和 <. 如果 当 变量 x, y 在 一 定 范围 内 任意 取 定 一 对 数值 时 ， 
变量 > 按照 一 定 的 规律 了 总 有 确定 的 数值 与 它们 对 应 , 则 称 x 是 二 元 函数 , 记 为 

z 一 Frz，y). 

(2) 几何 表示 : 空间 曲面 . 

2. 二 元 函数 的 极限 

二 元 函数 = 一/(z，y) 在 点 (zu，o) 的 某 去 心 邻 域 有 定义 ， 如 果 当 点 (z，y) 以 任意 方式 趋 
向 点 (zo，y) 时 ， 太 COz，y) 总 趋向 于 一 个 确定 的 常数 A, 那么 就 称 A 是 二 元 函数 (x，y) 当 
(Cr，y) 一 (zo，w) 时 的 极限 ， 记 为 

lim f(z, >) 一 A 或 limf(x, y)=A. 


(Cry D> % 


二 元 函数 极限 的 s -6 定义 : 二 元 函数 < 二 f(x。 y) 在 某 U(P。。 6,) 有 定义 , 如果 存在 常数 


A, 对 于 任意 给 定 的 正 数 e, 总 存在 正 数 6(6 二 6,), 使 得 当 点 P(x, y)EU(P,, 6,) 时 , 都 有 


ET 习题 解析 (下 ) 


则 常数 A 称 为 当 (z,， >) 一 (zo，o) 时 的 极限 . 


[FCPY—A |= | 6: WW—Al<Es 


3. 二 元 函数 的 连续 性 
(1) 定义 函数 > 二 f(r, yy) 在 点 PuCzo，w ) 的 某 邻 域内 有 定义 ,如 果 


limf(x, y)=f(xo, y%)， 
ee 
| 


则 称 二 元 函数 *= 7Cz，y) 在 点 Po(xo。，yo) 处 连续 . 如 果 /f(x,y) 在 区 域 D 内 每 一 点 都 连续 ， 
则 称 FCz，>y) 在 区 域 上 连续 . 

(2) 闭 区 域 连续 函数 性 质 

@ 最 大 值 、 最 小 值 定理 : 在 有 界 闭 区 域 上 连续 的 二 元 函数 一 定 有 界 , 且 能 取得 最 大 值 和 
最 小 值 . 

@ 介 值 定理 : 在 有 界 闭 区 域 上 连续 的 二 元 函数 必 能 取得 介 于 最 大 值 和 最 小 值 之 间 的 任何 值 . 


2.1.2 习题 解答 


1. 判定 下 列 平面 点 集中 哪些 是 开 集 、 闭 集 、 有 界 集 、 无 界 集 , 并 指出 集合 的 边界 ， 

C1) {ws 9) |z@#05 y#0) 

(2) {(z, y) |1<z<y<4}; 

(8) {x W |g 

(4) {Czx, 9) | 妇 十 (y 一 1D): 达 1， z+(y—2)<4)}. 

解 : (1) 集合 是 开 集 、 无 界 集 ， 边 界 为 { (x, >y) |z 一 0 或 > 一 0); 

(2) 集合 即 非 开 集 又 非 闭 集 , 是 有 界 集 , 边界 为 {(x, y) |z’ 十 y= 二 1}U {(z,y) 
[x 二 y=4}; 

(3) 集合 是 开 集 、 无 界 集 , 边界 为 {(z，y) | yz }; 

(4) 集合 是 闭 集 、 有 界 集 , 边界 为 {(z， WD | 十 (y 一 D 二 1}U {Cz Wz 十 (y 一 2》 一. 


Se »=- 寻 学 求 f(2, DD 和 fC3, 一 1). 


2 一 2X1 5 
3010 f(3; 一 1) 一 玉 


解 : f(2, 1) 


8 入 克 o 同 =- 杂交， 2 


zy 
[sa_ 
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解 : /(1， DP 

4; f(z)=z i, gE(z, y)=zy, AZ) 一 元 上 上 1， 求 f[g(l, 2)]R g[f0), (2)]; 
六: 于， 的 ]=fL1X 史 = [RO 天 汶 ]== 并 共 # 议 为 二 说 

5. 已 知 函 数 f(u, 要 一 刀 ， 试 求 f(z 一 y, Zz 十 y). 

解 : f(z 一 y, z 十 y)=(z 一 >, 

6. 设 f(z, yy) 二 Vz 十 y 一 2zy, 证 明 : f(tz, zy) 一刀 FCz，y). 

证 明 : f(tr, ty)== Vz) Ty) 2tr oty=t f(x, y). 

7. 求 下 列 函 数 的 定义 域 : 


(1) z 一 In(y% 一 2z 十 1); (2) = 一 arcsin 之 


MW / 
(3) z=1ln(y—Zz)+ $ (4) VZ 一 Vy3 
[Ixy 


(5) PE (6) u=arccos 


z+!l1 r+ 
解 : (1) {(zx, y)|y: 一 2zx 十 1 之 0); 


(2) {Cz, ||y|<|z 


， TKO}; 

(3) {(z, y) |y>z20, z+y<1)}; 

4) (x, W |z=0, y0, sy}s 

(5) {(z, W|I >3=>0}; 

(6) {(z, 9) | 二 220， 二 十 冯 0). 
8. 求 下 列 函数 的 极限 : 


(1) We (2) a 
(5) tim te) 56) linc 
解 : (1) lim 一 一 < Fina ECV53TI 十 1 


ps Tl et sak Vzy 十 1 一 1)(Vzy 十 1 十 1) 


39| 


Xs 习题 解析 (下 ) 


(2) limstzy 一 limSmzy 。 7 一 25 
2 3 
2 
C8) Bm ty 
2 


1 2 二 
leo) 
1i 1]—eo8 Ve a .2 wo 1 


人 #0 In(z? Ty +1) un rty 2 
(5) lim(1+xy)»"*=e; 
2 2 2 2 
(6) ley = J 一 im > 一 一 2 
Fe OMY ry) 


9. 证 明 极限 limz 革 > 不 存在 ， 


yr0 


证 明 , 设 (x, y) 沿 y 一 他 趋 近 于 (0, 0)，limz 二 作 一 


y*0 


10. 求 下 列 函 数 的 不 连续 点 (间断 点 ): 


.2 
Cl Flrs We 
L 
CD Fas WH (4) f(z, y)= 
YE 十 7 


解 : (1) 间断 点 集 为 {(z，y)| 妇 十 光一 27z 一 0); 
(2) 间断 点 集 为 {C(x, y) | 十 y= 二 0); 
(3) 间断 点 集 为 {(x, y) |z ?十 y* 二 0); 
(4) 间断 点 集 为 {(zx, 3y) |z 十 YY 二 1, xz 一 一 y)}. 


[2 


1+k 


1—k’ 


和 


元 十 和 


极限 不 确定 , 故 极限 不 存在 . 


(2) flz, y) 一 ln(z2 十 到); 
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2.2 偏 导数 


2.2.1 知识 点 概况 


1. 偏 导数 
(1) 定义 : 设 函 数 z 二 f(z， yy) 在 点 (xo，yo) 的 某 一 邻 域内 有 定义 ， 当 y 固定 在 yo， 而 x 在 
zo 处 有 改变 量 Ax 时 ,相应 地 函数 有 改变 量 
f(zotAx, y)— f(xo, yo). 


如 果 极 限 
iim WA. va) OR ey 
Ar0 Ax 
存在 , 则 称 此 极限 为 函数 x 二 f(z,， yy) 在 点 (zo， wo) 处 对 之 的 偏 导数 , 记 为 
qz af 
元 Fe 5 人 % 或 fr (zo, Yo). 


类 似 地 ， 当 x 固定 在 x。, 而 > 在 >。 处 有 改变 量 Ay, 如 果 极 限 


limxCzo， 十 Ay) 一 F(zo，yo) 
0 Ay 


存在 , 则 称 此 极限 为 函数 z= 了 f(x, y) 在 点 (zo，yo) 处 对 > 的 偏 导数 , 记 为 
i 


y% 9y 


zz » 
y= 


一 或 ,zo yo). 


y=y0 


Ty 


如 果 函 数 z= 二 f(x, y) 在 区 域 D 内 每 一 点 (zx, y) 处 对 xz 的 偏 导数 都 存在 , 这 个 偏 导数 仍 是 
Z，y 的 函数 , 称 为 函数 z= 二 A/(zx，y) 对 自 变 量 zx 的 偏 导 函 数 (也 简称 偏 导数 ),， 记 为 


az 91 
Ma A zz 或 f(z, yy). 


类 似 地 , 可 以 定义 函数 x 二 了 (xz, y) 对 自 变量 > 的 偏 导 函 数 ( 也 简称 偏 导数 ), 记 为 


az af 
Dy” 9y” 


(2) 几何 意义 : 二 元 函数 x 二 f(x， yy) 在 点 (zo， yo) 处 的 偏 导数 , 实际 上 就 是 一 元 函数 > 一 
fz， 0) 及 xz 二 f(zo，y) 分 别 在 点 zx 二 xo 及 y 一 mm 处 的 导数 ， 因 此 二 元 函数 f(z,y) 的 偏 导数 的 几 
何 意义 也 是 曲线 切线 的 斜率 . 


名 或 f(xs JJ. 


| 


ET 习题 解析 (下 ) 
2 


高 阶 偏 导数 


函数 x 二 A(z，y) 的 两 个 偏 导 函数 f(x,y)， f(x，y) 一 般 来 说 仍然 是 +,y 的 函数 ,如 果 
这 两 个 函数 关于 z+,y 的 偏 导数 也 存在 , 则 称 它们 的 偏 导数 是 z= 二 f(z, >y) 的 二 阶 偏 导数 . 
二 阶 及 二 阶 以 上 的 偏 导数 称 为 高 阶 偏 导数 . 


2.2.2 习题 解答 


1. 设 z 二 f(z, yy) 在 (xzo，yo) 处 的 偏 导数 分 别 为 f(xo， yo) 二 A,f,(xo，yo) 二 B, 问 下 列 
极限 是 什么 ? 
Fl Rr mj)— /fas 2o) 
3 


(1) lim: 
用 -0 


(2) limL Te YO— fr %—h), 
站 


有 0 


C3) lim/ ue 0), 


f(zoth, yo)— fro—h, yo) 


中 i 


解 : (1) A; (2) B; (3) 2B; (4) 2A. 


于 gs T+yA0, 
2. 设 函数 f(x, 几 一 4 试用 偏 导数 定义 计算 广 (0, 0), f,(0, 0). 
0, Ty =0, 
wa 人 27y 一 
解 s 当天 十 玉 天 各 时 大 肋 i Fs CE 
En fC0+Ax, 0)—/f(0, 0) 0 
当 妇 十 光一 0 时， 六 (0，0) lim RN limAz 0. 
同 理 , f,(0, 0) im UA FOO OY Ti 00, 
Ay Ay=0Ay 
27y 2 2 一 六) 2 2 
i ， 并 十 多 天 0， 
本 大 an 网 Eee TY i 育 E 
0 十 类 一 0， 0, zy=0, 
3. 求 下 列 函 数 的 偏 导数 : 
中 zzyt ys (2) z=7 yy— ys 
(3) z=Intan T=; (4) z= VimnCzy)， 
y 
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2 2 
(5) z=e™; 《6 二 
uv 
(7) z 一 sin(zy) 十 cos2(zy); (8) = 一 secCzy); 
(9) zx 一 (1 十 zy)27? (10) zx 一 arctan(Z 一 y)= 3 
(11) u=z?; (12) x 一 (三 ) . 
Sy 
dz 1 ae 二 。 
解 : (1) yi 区 = yy 
gz 2 3 dz 3 . 
(2) 二 37:y—ys 3 I —3y 7x; 
(3) 空 -= 一 see 工 ,二 = 人 ce， 
村 区 y > y 9 
本 
ax 昌 之 EE 2r 2r 
和 
ay nt y \y ne 
az 1 = 1 
(4) =5[In(rWJ y= OO; 
oz 2 Ty 2z Vln(zxy) 
az_1 5 盏 i 
一 二 [n(xy)] 7。 “7 一 一 一 一; 
9y 2 由 Ty 2y Vin(Czy) 
CE4 zy 。 Ty oz J mm 
(5) Te 3 一 ye og Wry 
(6) 9s Qu uv (wt wv 9s_ 2 uw Ho vu 
Au (uw) wy "qv (uv)” wv 


(7) 窒 一 yeosCzy) 十 2cos(zy) “ [一 sin(zy)]。y 一 ycosCzy) 一 ysin(2zy); 


zcos(ry) +2cos( ry) *[—sin(xy)] * x=xcos(zy)— xsin(27y); 


dx 
=xsec(ry) * tan(xy); 


9z_ S . 
(8) 取 二 ysSec(zy) tan(xy); 起 


(9) 两 边 取 对 数 : In 一 yln(1 十 zy). 


= 了 1 。9z 二 红 BE3 y 
两 边 对 z+ 求 导 得 二 a Tg Uay). 


| | 。 az ph BE3 TY 
两 边 对 求 导 得 过， 守 一 InG1 二 zy) 十 y* 工 世故 5 [na+zo+I5 | (1 十 


ka 


| 


Xs 习题 解析 (下 ) 


qu i BEY) 
(10) 二 环 涛 坟 1 | 

ar 1+[(z—y) = IT 一 yy) 
au 1 a (Wlals= 
Te (a— yy 一 让 Te 


au | (xz—y) "las oo 


。(z 一 y)=。ln(z 一 y) 


az 1+[(zx—y) J 1 十 (z 一 y)2 
和 
au si! 1 zz ax 证 ! 工 站 本 1 
Ue 局 y ls) ”By 司 x | 
ww_ [ZY in 
(st 
+ 
4. 曲线 4 在 点 (2, 4, 5) 处 的 切线 对 于 工 轴 的 倾角 是 多 少 ? 
y=4 


解 : 设 <==f(x, y)， 按 偏 导数 的 几何 意义 , f,(2, 4) 就 是 曲线 在 点 (2, 4, 5) 处 的 切线 对 于 


工 轴 的 斜率 ， 而 /,(2, 4) 一 1, 故 倾角 为 a 一 至 . 
» 了 之 oz 1 
5. 设 *=ln(Vz 十 Vy), 证 明 Ne 
BkY 守 y 多 
证 明 : 缮 -一 1 一. (去 :十 )= 二 .一 一 , 芋 - 一 :一 . ( 二 :十 )= 二 .一 
97 VrtVy 2 Vz 2 xz+Vazy 9 VrtVy 2 Vy/! 2 Vryt+y 
站 小 3 y 1 
E + t 
or “9y 2(rz+Vzy) 2(y 十 Vzy) 2 
6 设 f(xs 一 z+C 一 DarcsinA/ 3， 求 fws 协 ， 
下 -ww 汪 
2 /= y 
1 
解 : f(x yy) 二 1 十 (y 一 1) 2 1+(y—1) , 故 f(z, 1)=1. 
六 Wi FF a fr(z 


i w= | etd, 环 记 (E ;Btw NW: 


a | er dD) 


解 : f(x， y) 一 er- ， hl 贡 三 一 一 一 一 一 二 
3 3 


8. 设 < 二 zy 十 ze? , 证明 : xz Ety 区 一 zy 二 = 


[4 
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证 明 : Eyte tre ( |) ?+ 人 (1 羡 )e， 2 十 zez 。 上 x 十 ex， 


ar 


3 和 z[y+(1 Ye |tycete) =rytzrytre =ry+s 


9. 求 下 列 函 数 的 二 阶 偏 导数 : 


dz gz 2 92x 
(1) z 一 zsin(z 十 y) 十 ycos(zy)， 求 了 7， 9 a - 
了 


dy xray’ dyar’ 


解 : Esin(zty) 十 xcos(z 十 y) 一 ysin(xy)， 


9z 


二 二 Xxcos(Xx 十 y) 十 cos(Xxy) 一 Tysin(xy)， 


ay 
gz s 
J cos(z 十 y) 十 cos(z 十 y) 一 zsin(z 十 y) 一 %cosCzy) 
2cos(z 十 y) 一 zsin(Zz 十 y) 一 风 cos(Czy)， 
bi pF 
a Zsin(Z 十 y) 一 2zsin(zy) 一 Zycos(Czy)， 
本 
CE ysin(zy) 一 zy cos(zy) 一 997 
ws Oz 
(2) < 一 9 ”， 求 5a97 
gz_ Inr 
解 : gr lny， 
C3 (lnz 一 1) i 2 (inz 一 1) 
一 lnze yg olnyty™ 。—=y (lnz。lny 十 1). 
DZzay 机 
diz dz dz qxz 
(8) z 一 克 ， 求 552， ay2， dxay’ ayar’ 
We "| 
解 : 二 一 lny， 3 
dz __ _r 由 Oz _ ee es 
gz lny ylny=[lnyJ’y”， 5 1)y™， 
Oz rl r Wn 一 1 xz 一 1 gz 
Baa lny 十 y re lny 十 y a 
(4) z=In(zt Vz +y), 求 2 ， 过 
az gzay 
2 
EE wt Ey zy 


~ 


高 等 数学 习题 解析 (下 ) 


i Eo 
5 
giz 


5 
DZzay /(7 干 到 5 


(5) = 一 arctan 之 ， 求 
至 


解 : az y gz 划 
. DT z+y ay x 二 yy 


zz 2 gz 2zy Dz y—zx’ bE 
ax YH) dy (x+y)" zay (rty) dyax 


oe de De Fe 
az ay ”axzgy” dyaxr. 


9z 3 2z 3 2 
解 5 4z 一 8zy ， 9% 4 六 一 8z y， 
?x 2 os dz 2?x 
a 0 og 
ea 
10. = 一 e sin 0 求 3zay 轴 
BE4 sedi Ma nn | 1 可 。 远 ) 
e sin 二 十 ecos 一 。 e cos sin 9 
Bk y 六 村 和 
Oz _ Es 
Daa ( zC08 一 十 -二 痢 交 Sr ): 
bi "Ee 
9zA9y|e,b 3 
11. 验证 : z 二 2cos” (< 一 去 ) 满 足 方程 2 2 六 十 了 一 


证 明 : 公 dcos(z 5)| sin(s |-( y) sin(2zx—1). 


dz BE4 E34 
Ey cos(2x—1)， yr 2sin(27x—1), ng 2cos(2x—t), 
2 ey cost2r— 2eost2r—]=0 
5 到 十 区 [一 eoskK2x 一 和 cos(27x—t)]=0. 
Ee 
12. 验证 : r 二 Vz 十 YY 十 "满足 方程 05 十 5 十 3 一 二 
Ar 省 ar y Ar 区 


97 Vityte % Vity te oF Vity + 


[4 
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gr 学 十 之 Agr Fa rs 2 


(rtyte)i 9 (zty +e) 


Ca 汪 丝 弄 十 立 十 到 让 2 器 
az ay 9z (pty Vityte 7 
gz az 


13. 设 = 一 zln(zy)， 求 5zz5y， dz 


az _ 
解 : 均一 In(zy) 十 远 


Oz 
。y 一 In(Czy) 十 1， 二 二 


ze _ 1 msl 
azgoy yy 9ray’ y 


14. 设 f(zs ys xz)=zxy 十 yz 十 zz*s 求 .0 05 1)s falls 05 2) fr (05 一 1 0 及 


Fetas Ds Ly 
解 : f;:=y 十 2zxz，, f=2xy 十 2 f=2yz 十 zx?， 
a 度 斌 6 
所 (0，0，1) 一 2， 太 (1,， 0,2)=2, f.(0, —1, 0)=0, fa(2, 0, 1)=0. 


Xs 习题 解析 (下 ) 


2.3 全 微分 


2.3.1 知识 点 概况 


1. 全 微分 

(1) 定义 : 设 有 二 元 函数 > 二 f(x, y) 在 点 (zx, y) 某 邻 域 有 定义 , 如 果 函 数 在 点 (zx，y) 的 全 
增 量 Az 二 f(z 十 Ax，y 十 Ay) 一 f(x，y) 可 以 表示 为 关于 Ax,，Ay 的 线性 函数 与 一 个 比 一 
V(Az)" 十 (Ay) 高 阶 的 无 穷 小 之 和 , 即 

zx 一 (xz 十 Az，y 十 Ay) 一 (xz, J) 一 AAz 十 BAy 十 o(p). 
其 中 , A, 也 与 Arz，Ay 无 关 , 只 与 +, yy 有关 , o(p) 是 当 p>0 时 比 p 高 阶 的 无 穷 小 , 则 称 二 元 
函数 z= 二 f(z，y) 在 点 (x，y) 处 可 微 , 并 称 AAz 十 BAy 是 z= 二 f(x， y) 在 点 (z，y) 处 的 全 微分 ， 
记 作 
= 一 AAz 十 BAy. 

(2) 可 微 的 必要 条 件 : 如 果 函 数 二 A(z，y) 在 点 (x，y) 处 可 微 , 则 函数 x 二 A(z， yy) 在 点 
Cz， 3) 的 偏 导数 入 ， 祷 存在 . 

(3) 可 微 的 充分 条 件 : 若 < 二 f(x, 3) 在 点 (x,y) 处 的 两 个 偏 导数 连续 , 则 < 二 (zx, y) 在 
该 点 一 定 可 微 . 

2. 全 微分 在 近似 计算 中 的 应 用 

Az = (azo 十 Az,y 十 Ay) 一 (xzo,y), 当 Az 一 0,Ay 一 0 时 , Az 汪 dz 一 (zyo)Az 十 


J(Czoyyo)Ay 
2.3.2 习题 解答 


1. 求 下 列 函 数 的 全 微分 . 


CD B= (2) z=sin(z’+y); 
k 
(一 一 ly ee 
ry ww 


[4 _ 


(5) z=ez; 


(7) a=ln Vx’y + ; 
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(6) z=arcsin $0 ; 


(8) u= zx”. 


1 


gz 
解 : (1) dz 本 


dz 工 
dot gw do 


(2) de—Edr tdy—2zcos(z +y ) drt2ycos(e’ +y)dy; 
一 9z 9z se 2 一 主 2 ee N+ 一 各 i 
(3) dz 9g TIT HI) drt L(y ya dys 
一 w 2y 27x . 
(4) dz 元 民 ydy i Le— 
az dz 
(5) dz Et 动 曙 立 e dz 十 一 ez dy; 
dx Dx 1 亚 和 
(6) dz ds d d. . dy; 
ar 9ay 4 光一 人 y 3 一 地 y 
,ou au Du 六 i 效 | 上 2 
(7) dz 元 和 dy 了 dx 于 [ BE a 
(8) dz=2dr+ odyt d= yr”! drt zx” lnzdyt yr”Inzde 
Ome J Sh 
2. 求 下 列 函数 的 全 微分 . 
(1) z==In(1 十 x 十) 在 z=1, y= 二 2 处 的 全 微分 ; 
,ja 2x 和 2y 汪 = 里 站 多 
解 : dx 元 和 Dy 1 t 1 dz 二 3 dz 3 dy， 
(2) = 一 arctan — sz 在 二 1,，y 二 1 处 的 全 微分 ; 
2 十 学 
gz 局 1 十 六 2zy 2 区 
Me de el sd ed ea 
3. 求 函 数 > 一 之 当 z 一 2，y 一 1, Ax 一 0.1, Ay 一 一 0.2 时 的 全 增 量 和 全 微分 . 
,le dz | 二 1 
解 : dx a7 taydy rdz a dz 4 二 dz 十 zdy, 
Ax 二 0.1, Ay 一 一 0.2 时 ,dz 一 一 言 . 
4. 求 函 数 z=e? 当 X= 二 1，y= 二 1, Ax 二 0.15, Ay 二 0.1 时 的 全 增 量 和 全 微分 . 


解 : dz 了 生 dz 十 dy 一 ee 。ydz 十 ee 。xdy, dz 


1 一 edz 十 edy， 
1 
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Xs 习题 解析 (下 ) 


AZx=0.15, Ay=0.1 时 dz 


[2 


5. 计算 (1.97) 天 的 近似 值 . 
解 : Az**dz=yz7 :Az 十 zlnyAy,， 取 X=2, y=1, Azx 0.03，Ay 王 0.05, 可 得 


Ch MT, (0, 


[so 
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2.4 多 元 复合 函数 微分 法 


2.4.1 知识 点 概况 


1. 复合 函数 微分 法 
(1) 一 元 函数 与 多 元 函数 复合 : 车 一 元 函数 4 二 p(T) 及 v 二 W(X) 在 点 可 导 ,， 二 元 函数 = 
三 有 (u,v) 在 对 应 的 点 (u,v) 可 微 , 则 复合 函数 < 二 f[Lq(x), yx)j 在 点 zx 可 导 , 且 
dz_az .de oz ,dv 


Se 罗 让 和 


dr du dr dv dr’ 
(2) 多 元 函数 与 多 元 函数 复合 : 若 二 元 函数 4 二 q(x, y) 及 v 二 J(z， yy) 在 点 (x，y) 对 zx 及 
y 偏 导数 存在 ,函数 x 二 了 (u,v) 在 对 应 的 点 (u,v) 可 微 , 则 复合 函数 < 二 f[p(x, y), Wx, y)] 


在 点 (z，y) 偏 导数 存在 , 且 
gz du gr gu ar" 


dz _ dz gu az dv 


dy qu gay gu ay 

2. 复合 函数 的 全 微分 形式 不 变性 

设 函 数 = xu) 可 微 . 则 有 全 微分 

BE EE4 
dz 一 了 5dx 十 了 dv 

无 论 u.v 是 自 变量 还 是 中 间 变 量 ,函数 >*= jxusu) 的 全 微分 形式 是 一 样 的 ,这 个 性 质 叫 做 
全 微分 形式 不 变形 . 
2.4.2 习题 解答 


E 设 = ，z 一 inty 3 ,求学 


a ypeon er 。 (一 2)3 刀 一 ea (cost 一 612). 


oe ay dt 


2. 设 z= 二 arctan(Xx, y), 而 y==@’， 求 伟 . 
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高 等 数学 习题 解析 (下 ) 

解 : dz_9a9z .dz ,az .dy 和 下 羡 els) 
“dr ar dr ay dz lt+ry lt+rey Lh 

5 大 训 gz gz 

3; 设 z= 人 Vv 一 wy， 2 一 zcosy，， 一 zsinyy 求 二 ， 

9r 9y 

gz dz du ,9z gm 2 2 由 

解 : a a S (2uv—v )cosyt+ (Ww —2uv)siny 


=3zx’cos ysiny—3x’sin’ ycosy; 


gz gz Au 


de Ze 


3y i 3 ao 3y (2uv—v)(—zsiny)+ (u:—2uv)zrcosy 
=2xicosysin’ yx’sin’ yx’*cos’ y= —2x’cos’ ysiny. 
4. 设 z=wlnv, zx 和 Be— Zs 求 径 ， i 
Ine 2y)1 Fa 
和 -入 加 + 入 中 -zc 人 (一 各 )+ 生 一 2 
nz 2y) a 
5. 设 z==f(us zy 9)=ln(w:+ysinz), wu 一 erty， 求 坚 ， 富 


解 :22f .au 1 91 


“gr Mu gr 9x 97r 9y qx 
2u zy | . YCOST 
wysinz 2 十 ysinz 
1 a 
et yaina 
az gf au af ar af ay 
dy du 9y or 9y 9y 9y 
Sin 
好 十 ysinr uysinz 
_ 2e@*+» 十 sinz 
est 十 ysinz 
2 2 ， dz 
6. 设 = 一 (zz，y， 四 一 了 一 交 十 t r=sint, y=cost, 求证 - 
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dz_af .dz ar.dy ar. 二 玫 和 
3 3 a 2zcost 十 (一 2y)( 一 sint) 十 1 一 2sin2t 十 1. 


» > ax 
7. 设 z arctan ,而 并 Wo y= v， 验证: 元 二 


1 亚 
az_az.ar az .ay y y 
“au ar ak ay au 1+ (=) 1+(z) zy 


业 可 
az_9z .az ,aoz .ay y yy 
ao 一 ar "ao 3y dv tz) ry ty 
¥ Ea 


ee 2y 2(u—v) Uv 
ou gm zy zty zty utv) tu—v): wt+w” 


(1) z=f(zx:—y:, e™?); 


i ge 
解 : 9 2z 六 十 ye ， E 2yf 十 ze 2:. 


3 
Au / 1 ww du 二 
解 : az fn zi ay zk T f2 


Au py Au Au v 
解 有 十 yF Fyzf's, 3 mm Faef 36 9 ryf's 
(4) u=f(x:—y:, er, lnz) 

9 s -1 qz y 
解 : 5 wp t ye 工 / 39 ay 2yf' t eS gs 


9 


9. 设 z 一 zy 十 Fw) ,而 4 一 关 , FGw) 为 可 导 函 数 , 证明; zty Eta 


BG 


CE4 


证 明 : 2 一 WD ypF’ 
证 明 : 竺 一 > 十 FCO 十 zF'CGO， (一 点 )=> 十 FGO 一 Fa)， 


De 。 Ld 
a9y 六 


EE4 9 / / 
3 Be ER (uw +zyt+yF 《za) 一 z 十 工 y。 


2 2 
10. wx 一 Fz，y)，z 一 ecost，y 一 ersint， 其 中 f 具 有 二 阶 连续 偏 导数 ， 求生 ， a 


El 
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高 等 数学 习题 解析 (下 ) 


解 du a 


ee Ds fie'costi+f se sint, 


du_ at I9r ,du ay , 
dt 9z at ay at ¥ i 


e'sint) + fse'cost, 


2 
qu 
ER =(f’ne'cost+f e'sint)e'cost+ fie cost+ (fae'costi fz esint) e'sint f'se'sint, 
au | “ 记 艾 < 本 

二 二 小 uesin’t— /fise’sintcost— f'1e’cost— f ae’sintcost+ f 22e* cos’t— fe sint. 
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2.5 隐 范 数 的 求 导 及 偏 导 公 式 


2.5.1 知识 点 概况 


1. 一 元 隐 函 数 求 导 公式 : 设 方程 F(z, y) 一 0 确定 了 函数 y 一 y(z), 车 下 , 取 0, 则 


2， 多 元 隐 函 数 求 偏 导 公式 : 设 方程 F(x 
下 . 连续 , 且 F. 关 0, 则 


，》y，z) 一 0 确定 了 隐 函 数 = 一 =(z，y)， 若 已，P， 


2 已 az 已 
ar 下.” ay F.” 
2.5.2 习题 解答 
1. xe’+ye’=0, 求生 
解 : 设 z==zxe’ 十 ye ge 二 ye” 站 2e7 十 时 
ar ay 
9z 
dy _ 9 3 
2 9z 二 十 本 
ay 
2. 7 =y 求生 
衣 > yy 2 一 1 9z sia 1 
解 : 设 z=zx’ 一 y"， Be ylny, Ay 一 元 和 
9z 
dy ax yz 一 交 lny 
dr 9z Ti 
9y 
3. cosy+e’—zx’*y=0, 求 几 . 
dz 
» 2 gx 9 之 
解 : 设 z= 二 cosy 十 e' 一 zx*y， EE—2rys 2 siny 一 2 ， 
” 记 罗 ~ ay 
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高 等 数学 习题 解析 (下 ) 


[5 


dy 3 B= 
工 az siny 十 过 


bE4 
ay 


4. z 十 2y 一 2 Wzyz 一 0， 求全 ， 


解 : 设 F(z，y，z) 一 z 十 2y 十 = 一 2 Vryz， 


1 yz XYZ— YT 1 这 2 /WYE— WE 
F,=1—2。 ， ， 了 ,一 2 一 2。 志 。 

2 Viyz TY - 2 Viyz VIyz 
1 L 二 ZOY 一 TY 、 

2 Ty TY 


EE4 FF VZyZ 一 yZ 9z 本 2 WEY —L 


ax F. VE 一 zy 9y F, IE 一 人 3 
9 9x 
和 求人 之 之 

5. cos Z 十 cos y 十 cos x 一 1， 求 去 ， ER 


解 : 设 F(zx, y, x) 二 cos*z 十 cos?y 十 cos’z， 


FE, sin2x, F,=—sin2y, F.=—sin2z, 


局 上 sin2z gz 本 sin2y 


Dr F. sin2< ”ay 到 sin2z” 
设 世 二 In 之 , 求人， 红 
6. 设 = 一 ny， 求 5x， 了 
解 ; FF, 一, F, 一 一 上 , F. 一 一 2 
z y 2 
az 有 E4 Az A Ei 
吕 下 。 z+z' 9y F. yCz 十 z) 


7. 设 z=z(z， yy) 由 方程 e 一 zxy*z= 二 1 确定 , 试 求 志 | ,3,6 |a,i,0: 


解 s 设 Ra yy 2)=6 一 zy 一 1 天 yz, F,=—2ryz’, F.=e: 
EE3 EB, ye az 2zyz? 

9 并 F. e—3ry2" ay F, e*—3ry 2 

故 z,|a.1,w==0, zy |a.1.0 =0. 


8. 设 z= 二 z(x,y) 由 2z 十 y= 二 站 ssed 所 确定 ， 试 求 2. 


= 


解 : 设 FCz，y， 2=—2z+y—| cost: dt ， 


0 


到。 cos(z 十 y 一 Z)2 ， 下 .一 2 一 cos(z 十 y 一 并 ): ， 


37y 2 , 
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BE4 EF cos(z+y—zx)’ 
并 EF eoltet y= = 
9. 设 <= 王 zx(z，y) 由 方程 zysinz 一 2z 所 确定 ,求全 微分 dz. 


解 : 设 F(z，y，z) 一 zysinz 一 2z， 开 .一 ysinz,， 下 ,一 zsinz， 下 .一 Zycosz 一 2， 


局 B ysinz dz 1 Xsinz 
ar 到 Tycosz 一 2”Dy 下。 ycOsz 一 2” 


ysinz Sinx 


Dx gz 
de ta 2—xycosz 2 


i 引 外 沁 
10. 设 e@ 一 xyz=0， 求 5 二 


解 : 设 F(zr, y, z)=e: 一 zyz, F, Yee Bs zz, F.=e:—zxy, 


局 有 yz dz 2y ze —2ry 2—y ee 
3 e 一 zy 汪 


z 一 妇 十 昂 ， dy tz 
11. 求 由 方程 组 所 确定 的 函数 的 导数 晓 ， 和， 
Zz’: 十 2y’ 十 3z: 二 20 Ws 
解 : 分 别 在 两 个 方程 两 端 对 工 求 导 得 ， 
dz_ ， dy 
dr 十 2y de 


2z+dy 下 二 6z 壬 =0， 


得 , dy_ 一 Z(6x 十 1) dz 部 
整理 可 得 : 4 一 3yC3z 二 1) ， dz 一 3< 十 1 


Xs 习题 解析 (下 ) 


2.6 偏 导数 的 应 用 
2.6.1 知识 点 概况 
1. 空间 曲线 的 切线 及 法 平面 


若 曲线 的 参数 方程 为 


一 ZCt)， 


z=z(t),. 


y 王 y(t)， 则 曲线 在 Mo (x。，yo。，xzo。) 处 切线 方程 为 
其 一 ba 
法 平面 方程 为 


sh Cs 
2. 曲面 的 切 平面 与 法 线 


To 


一 站 ， 允 一 区 


(Ci) ye) Zao) 


设 曲 面 的 方程 为 F(x, y, x)=0, Mo (zo 
的 切 平面 方程 为 


Hy (to) Cy—y0) + (0) (z 


Flxo» YW» Tor— To) FE (zo, Yo 


曲面 了 在 点 M 的 法 线 方程 为 


z0)=0. 
0，z0) 是 曲面 上 的 一 点 , 则 曲面 了 在 点 M。 
zo)(y—y)T F(zo, yo Zo0)(2—20)=0, 
工 一 To ?一 Z— zo 
F(zos Yo eo) Plaos Yor zo) Flvos Yos £0) 
若 曲 面 卫 的 方程 由 显 函 数 > 二 f(x, yy) 表示 , 则 其 等 价 形式 为 f(x, y) 一 > 二 0. 
令 F(zr, y, 2)=f(zr, y)—z, 则 F,=f,, F,=f,, F. 1. 
因此 , 曲面 在 点 Mu 处 的 切 平面 方程 为 
fbn WI —0)i fre 
曲面 了 在 点 Mo 的 法 线 方程 为 
加 


六 一 J 
f(z0, yo0) 


3o)(y 一 和 ) 一 (z 一 z0) 一 0 
于 一 的 Xo 
万 (Czo，yo) 


= 
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2.6.2 习题 解答 


1. 求 曲 面 = 一 sinzsinysin(z 十 y) 在 点 ( 王 ， 可 ， 3 处 的 一 个 法 向 量 . 


解 : F(z，y，z) 一 z 一 sinzsinysin(z 十 y) ， 


下 ,一 coszsinysin(Zz 十 y) 十 sinzsinycos(CZ 十 y) , 


下 ,一 Sinzcosysin(z 十 y) 十 sinzsinycosCZ 十 y) ， 


故 法 向 量 为 n= ( 主 , 地 ,一 1). 
2. 求 下 列 曲线 在 拐点 处 的 切线 方程 和 法 平面 方程 : 
(1)z=£, y=1 一 t, z= , 在 (1, 0, 1) 处 ; 


解 : x 二 2t, y= 二 一 1, x 二 3F， 点 (1, 0,，1) 所 对 应 的 参数 :一 1, 故 T=(2, 一 1, 3). 


切线 方程 为 2 一 二 一 三 
2 = 入 
法 平面 方程 为 21 一 y 十 3z 一 5 二 0. 
(2)7 一 asin2t，y 一 bsintcost，x 一 ccoszt(a，0，c 均 为 常数 ), 在 t= 了 处 


解 : zx, =2asintcost, ,一 bcostcost 一 psintsint ， x, 一 一 2costsint， 


，_ 蚁 四 六 2 
1 一 于 所 对 应 的 点 为 (分 ， 二 2 T=(a, 0, 一 c). 


法 平面 方程 为 az 一 cz 一 于 人 一 cz)。 


(3)5 一 二 sin y=1—¢c0sty 元 4sin 方 , 在 点 (也 1, 1, 2V2 处， 


解 : x 一 1 一 cost, y', 二 sint, zx, 二 2cos 可 9 在 (了 1, 1, 2V2 ) 处 对 应 的 参数 为 二 也 ， 


肪 下 玫 


Xs 习题 解析 (下 ) 


元 
= y=1 z—2V2 
Y 1 a 


切线 方程 为 


法 平面 方程 为 z 十 ?十 VZz 一 于 一 4 一 0 


(Dz iy 2 = ,在 t 二 1 处 ; 
解 : zz 0 Ep 去 ， x 二 21, 1 一 1 时 ， 对 应 的 点 为 ( 译 网 1)， T= 
中 = 
SN 
切线 方程 为 一 一 2 一 < 
4 


法 平面 方程 为 二 xz 一 y 十 2= 一 寺 一 0， 


好 十 至 一 10 一 0， 
| 在 点 (1, 1，3) 处 ; 
y+z:—10=0 


解 : 方程 组 两 端 同 对 zx 求 导 : 


2z 十 2 笃 一 0， 
一 dz 三, dy 一 工 
Tz" dr 7 
dy dz_ XT 7 人 
2y 术士 2z 让 0， 
dz 1 y 1 
dz la,,s 3° drla.i.s 1y 训 了 了 (1 ) 
切 平面 方程 为 < 了 + 一 * + 一 富 . 
一 汪 


法 平面 方程 为 2 二 ?一 二 = 一 3 一 0 


Zz! 十 YY 十 2 二 14， 
| 在 点 (3. 2, 1) 处 ; 


十 光 十 玉 王 


27 十 27 至 二 2 下 =0， 


dz xz 一 6zx2 dy 2%w—1 
ii dr 2y(32—2z)” dz 3 一 2 


二 一 05 


解 : 


| yap 


[so 
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dz 4 dy 
dr (3,2, 1) dr (3,2, 1) 


| 
切线 方程 为 一 "8 一 一 个. 


法 平面 方程 为 x 十 5 一 4 一 9 一 0， 

3. 在 昌 线 z=1， y= 上， 二 上 求 一 点 ,使 此 点 的 切线 平行 于 平面 x 十 2y 十 < 一 4 
解 : z=1, y, 一 24, xs, 一 32， 由 题 意 , 切线 垂直 于 平面 法 向 量 , 故 

1。1 十 2t。2 十 3 刀 。1 一 0， 


解 得 :一 一 计 或 者 :一 一 1， 


故 点 为 (一 1, 1, 一 1) 或 ( 过 上 5) 


a" g” 2 
4. 求 下 列 曲 面 在 指定 点 处 的 切 平面 和 法 线 方程 : 
(De 一 z 十 zy 二 3 在 点 Mo(2, 1, 0) 处 ; 


F,=y, F,=x, F.=e—1, 
[es i = | = Us Re = 
切 平面 的 方程 为 + 十 2y 一 4 二 0. 


> 2 Wl a0 
法 线 方程 为 一 一 一 "5 一 一 0 一 


(2)z 十 y 十 z: 二 14 在 点 (1，2, 3) 处 ; 
解 : F(x, y, z)=zx? 十 y 十 z* 一 14, F,=2x, F,=2y, F.=2z, 


Fa, 3; 3» 一 2， | eva » 一 4， Foss =6, n=(2, 4，6). 
切 平面 方程 为 2x 十 4y 十 6z 一 28 二 0. 


天 一 外 前 一 上 区 一 六 
法 线 方程 为 人 


(3)z 二 ln(1 十 x 十 2y?) 在 点 (1, 1, ln4) 处 ; 
解 : F(x, y, z)= 二 z 一 ln(1 十 zx’ 十 2y’)， 


2 并 4y 
1+z toy FE, 了 zy 下- 一 1， 


F. 


1 
Ex, i = 地 机 | 各 aa 一 1 ， We | en, ns 一 1， n= (去 ， 1 ， 


切 平面 方程 为 二 rz 十 y 十 = 一 壮 一 In4 一 0. 


Xs 习题 解析 (下 ) 


法 线 方程 为 人 
要 


Cox 一 arcetan 之 在 点 (1， Le 二 ) 处 . 


4 


= 2 区 

解 : F(z，y，z) 一 z 一 arctan 3 E 生生 By 本本 下 .一 1， 
1 1 Be 

JE 0 sD =1 n= (一 亏 豆 1) 


法 线 方程 为 二 = I 
可， 
5. 求 曲面 2x 一 ye 一 ln(x 十 1)==0 在 点 (1, 2, 0) 处 的 切 平面 . 


解 : F(x, y, z)=27’—ye’—ln(z++1), 


F,=6z, F,=—e, F.——ye = Fla.z.% 一 6 Ea,z,w =—1, Fi la,s,0 =—3; 


法 向 量 为 n==(6, 一 1, 一 3). 
切 平面 方程 为 6x 一 y 一 3z 一 4 二 0. 

6. 求 椭 球 面 x 十 2y* 十 3x* 二 21 上 平行 于 平面 zx 十 4y 十 6 一 0 的 切 平面 方程 . 
解 : F(x, y, z)=z? 二 2y: 十 3z: 一 21, F,=2x, F,=4y, F.=6z. 


由 题 意 ， 切 平面 和 已 知 平面 平行 , 故 法 向 量 也 平行 , 因此 , 鞋 一 至 一 坚 , 即 = 一 2x， 


3 一 2z, 代 回 原 方程 , 得 z= 士 1, y== 土 2, z= 十 2. 
切 平面 方程 为 1。(z 土 1) 十 4。(y 士 2) 十 6。(z 士 2) 王 0， 即 zx 十 4y 十 6z 一 士 21. 


7. 求 曲 面 村 十 六 十 后 =1 上 平行 于 平面 2 十 2 十 = 十 5 一 0 的 切 平面 方程 ， 


解 : F(z, y, 2) 于 十 y 十 委 1, F,=z, F,=2y, F.= 序 . 
切 平面 平行 于 已 知 平面 , 故 法 向 量 也 平行 , 因此 ,元 过 和 即 z z, 二 2y, 代 回 原 
FE 
方程 ,可 求 得 点 ( 士 1, 土 志士 1). 
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切 平面 方程 为 2. (zx 土 1) +2。 (> 去 )+1 2 
X=acost, 

8. 证 明 螺 旋 线 4 y 二 asint， 的 切线 与 x 轴 成 定 角 . 
z=bt 


证 明 : x 和， asint, yy 一 acost， x 和 ,一 b,xz 轴 的 单位 向 量 (0, 0, 1). 


夹 角 余 弦 为 一 asintX0 十 acostX0 十 2X1 b 故 为 定 值 
、 (—asint)’ +(acost) 0 .1 Va’+r 


9. 求 曲面 2 一 y* 一 < 十 6 一 0 重 直 于 直线 一 y 一 1 一 汪汪 的 切 平面 方程， 


解 : F(z，y，z) 一 好 一 昂 一 好 十 6,， F,=2zx, F, 2y, F. 2z. 


2 2 —2e :A i 和 Ses 
5 1 一 3 即 > DT 7， 代 回 得 z 一 士 2，y 一 士 1，x 一 士 3 


切 平面 方程 为 2z 十 3y 一 3z 士 6 一 0. 
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"Xs 习题 解析 (下 ) 


2.7 方向 导数 与 梯度 


2.7.1 知识 点 概况 


1. 方向 导数 

(1) 定义 ; 设 函 数 f(x， yy) 在 点 P(xzo，yo) 的 附近 有 定义 , ! 是 以 P 为 端点 的 一 条 射线 , / 
的 方向 角 ( 即 由 xz 轴 正 向 到 射线 7 的 夹 角 ) 为 a(0 过 a 二 2x).P' 是 射线 1 上 的 一 个 动 点 , P',P 
两 点 之 间 的 距离 为 pC(p 宇 0), 考察 函数 的 增 量 . 

Af= 二 f(zxo 十 pcosa， yo 十 psina) 一 f(xo， yo) 与 p 之 比 为 


Af_ f(zxotpcosa, yot psina)— f(xo, yo) 
O eo 


当 P' 沿 着 ! 趋 于 P 时 , 如果 这 个 比 的 极限 存在 , 那么 这 极限 值 就 叫做 函数 /(x, y) 在 点 了 


处 沿 着 方向 /的 方向 导数 , 记 作 叶 ， 即 


af 


3/ lim f(zxo pcosa)— f(xo, yo a 


(mo) peot DO 
(2) 求 方向 导数 : 如 果 函 数 f(x, yy) 在 点 P(rzo， yo) 可 微 , 那么 函数 f(x， y) 在 点 
P(xzo， wo) 处 沿 任意 方向 上 其 方向 角 为 a) 的 方向 导数 都 存在 , 而 且 


9f 
al 


) 一 广 (zo， Yo)* cosat+ fy (xo, yo) * sina. 
x0 0 


2. 梯度 
设 三 元 函数 4 二 f(x，y，z) 在 点 P(x,y，z) 的 偏 导数 f(x, y, 2), f, (x, y, zx)， 
f(x，y，x) 存 在 , 那么 以 P(x,，y， xz) 为 起 点 , 以 三 个 偏 导 数 为 分 量 的 向 量 就 叫做 函数 u 二 
f(x，y， xz) 在 点 P(x, y,， xz) 处 的 梯度 , 记 作 gradu 或 5u, 即 
gradu= Tu=f,(x, ys Ditf zs ys I+f rs y, DK. 


2.7.2 习题 解答 


1. 求 < 二 arctan(xy) 在 (1, 1) 处 沿 “一 二 的 方向 导数 . 
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BE4 y EE4 过 | a TL 
: » 5 » 一 万 ， ， 一 万 ， 
解 : 由 了 lt+zy 9y lt+zry 则 天 (1, D 2 fls DD 和 故 
af 下 i 
Cr i 


2. 求 z 二 一 3z?y 十 3zy 十 1 在 点 M(3, 1) 处 从 点 M(3, 1) 到 点 N(6, 5) 的 方向 导数 . 


解 : 由 往 二 3z 一 6zy 十 3 多 ， 给 = 一 3z 十 6zy， 则 fC35 1)=12; (3; 1)= 一 9 故 
af 3 4 
N= Ws + eR = 


3. 求 函 数 4 二 x 十 y 十 x* 在 曲线 x=t,y 二 ,x 二 上 点 (1,1, 1) 处 , 沿 曲 线 在 该 点 的 切 
线 方向 的 方向 导数 . 


Qu 可 Qu __ dx_ a i a 
解 : 由 5 一 2x 3 5 sR Da Fr DE Ellr We 


在 任意 点 的 切 向 量 为 (1 ，()", (#3) ,在 (1, 1, 1) 处 的 切 向 量 为 (1, 2,，3), 可 求 切 向 量 


的 单位 向 量 为 一 (1, 2, 3), 单位 向 量 的 各 华 标 即 为 与 坐标 轴 各 夹 角 的 余弦 值 , 故 


Vi4 
af 让 cu 3 12 
ol ov” i NR 14 


4. 求 u 一 xyz 在 点 P(1, 1, 1) 处 的 梯度 以 及 沿 1 二 (2, 一 1，3) 的 方向 导数 . 


宇和 li Wy El ls = Wi 


DT ay qz 
vf=itj+k. 
2 了 吕 
由 于 1 的 单位 向 量 为 (7* 一 2- 让) 改 
cosa ， Cosp’ 1 ， Cosy 3 
V14 V14 V14 
af 多 = 4 
1% 4 Lx pa 
Aal la,i,y 14 14 V14 V14 


5. 求 函 数 gx 一 习 十 2 部 十 3 过 十 zy 十 3z 一 2y 一 6z 在 点 O(0, 0, 0) 及 点 A(1, 1, 1) 处 的 梯度 
及 其 大 小 . 


9u qu 
33 4y 十 Xx 一 2， 6z 一 6， 


ou __ 
解 : 区 二 27 十 ?十 3， 


gz 
f-(0, 0,0)=3, f,(0,0,0)=—2, f.(0, 0, 0)=—6, vf=3i—2j—6k; 
fi(1,1,1)=6, f,(1,1,1)=3, f.(1,1,1)=0, vf=6i+3j. 
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Xs 习题 解析 (下 ) 


6. 求 u 二 二 一 zy 十 y 在 (1, 1) 处 沿 向 量 1 二 (cosa, sina) 的 方向 导数 ,并 进一步 求 : 
(1) 在 什么 方向 上 方向 导数 有 最 大 值 ; 

(2) 在 什么 方向 上 方向 导数 有 最 小 值 ; 

(3) 在 什么 方向 上 方向 导数 是 零 ; 


(4) x 的 梯度 . 

,Rs We kel l= 
ax ay 

af 


一 cosa 十 sina . 
al jc,D 


GD) a0 时， 方向 导数 有 最 大 值 , 即 沿 ( 糙 , 将) 方向 ， 
(2) xx 时 ,方向 导数 有 最 小 值 ， 即 沿 ( 一 次，- 交 ) 方 向 : 
(3) 向 量 与 梯度 垂直 时 ,方向 导数 为 堆 , 即 沿 ( 一 次 , 次 )，( 宪 , -次 )， 


(4) Tu=itj. 
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2.8 多 元 函数 的 极 值 与 最 值 


2.8.1 知识 点 概况 


1. 多 元 函数 的 极 值 

(1) 必要 条 件 : 车 函数 < 二 (xz, yy) 在 点 Po(x。，yo) 存 在 偏 导数 , 且 在 P。 取得 极 值 , 则 有 
ass WI = Fs w=0; 

(2) 充分 条 件 : 设 函 数 < 二 (zx，y) 在 点 PuCzo，w ) 的 某 个 领域 内 具有 二 阶 连续 偏 导 数 ， 


且 点 Polzo，, 和 yo) 是 函数 的 驻 点 , 即 广 ( 剖 ，y) 三 方 (ma， 各) 二 0. 车 记 A= f(zo, %)， B= 
fu zo y), C=fy (xo, y), 则 

@ 当 玉 一 AC<0 时 ,点 Po(zxo，yo) 是 极 值 点 ， 当 A<0 是 有 极 大 值 ， 当 A 二 0 是 有 极 
小 值 ; 


回 当 展 一 AC=0 时 , 点 Po(xo，yo) 可 能 是 极 值 点 , 也 可 能 不 是 极 值 点 ; 

@ 当 B? 一 AC>0 时 , 点 Po(zxo，yo) 非 极 值 点 . 

2. 最 值 

求 连续 可 微 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 的 方法 是 : 将 函数 在 所 讨论 区 域内 的 所 有 驻 点 处 的 函 
数值 与 函数 在 区 域 的 边界 的 最 大 值 和 最 小 值 相 比较 , 其 中 最 大 者 就 是 函数 在 闭 区 域 上 的 最 大 
值 , 最 小 者 就 是 函数 在 闭 区 域 上 的 最 小 值 . 

3. 条 件 极 值 

函数 < 二 f(x, y) 在 满足 约束 条 件 g(x, y) 二 0 时 的 条 件 极 值 问 题 , 求解 这 一 条 件 极 值 问题 
的 常用 方法 是 拉 格 朗 日 乘 数 法 . 

拉 格 朗 日 乘 数 法 的 具体 求解 步骤 如 下 : 

@ 构造 辅助 函数 ( 称 为 拉 格 朗 日 函数 )LCz，>y， ) 二 (zy) 十 p(x，y). 其 中 ,4 为 待定 
常数 , 称 为 拉 格 朗 日 乘 数 , 将 原 条 件 极 值 问题 化 为 求 三 元 函数 L(x,y, 4) 的 无 条 件 极 值 问 题 . 
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Xs 习题 解析 (下 ) 


@ 由 无 条 件 极 值 问题 的 极 值 必要 条 件 有 


二 一 户 十 9 一 0， 


元 一 户 十 2, 一 0， 
其 一 gz， y)=0. 


联 立 求解 这 三 个 方程 , 解 出 可 能 的 极 值 点 (z，>) 和 乘 数 4; 
@ 判别 求 出 的 (z，>) 是 否 为 极 值 点 , 通常 由 实际 问题 的 实际 意义 判定 . 


2.8.2 习题 解答 


1. 求 下 列 函 数 的 极 大 值 与 极 小 值 ; 

(1) fx, y)=4(z—y)—zx:—y; 

解 : f(x, y=4 一 2z， f(x, 妨 一 一 4 一 2y， 解 得 驻 点 ，(2， 一 2)， 
fors W=—2s 友人 zy 的 一 0 folrs 几 一 一 人 5 

故 A 2, B=0; C=—2, B:—AC=—4<0; £ A<o0, 

故 (2, 一 2) 为 极 值 点 , 且 为 极 大 值 点 , 极 大 值 为 F(2， 一 2) 一 8. 
(2) fx, y)=zrytr —y; 


解 : f(x, y) 二 y 十 3z?，f,(zx，y) 二 + 一 3y， 解 得 驻 点 : (0, 0)， 全 ， 一 过)， 


fu rx, y=67x, f(r, y=1, f(r, y)=—6y. 


对 于 驻 点 (0, 0); A=f, (0; 0)=0, B= 了 (0, 0)=1, C=f, (0, 0)=0, 
B’ 一 AC==1, 故 非 极 值 点 ; 


对 于 驻 点 ( 言 , 一 计 ), A=/ (于 一 寺 )=2, B=/ (地 ,一 十 )=1， 


1 1 
六 两 人 a 2, B:—AC=—3<0, 且 A>0， 


故 (十 ， 一 十 ) 为 极 小 值 点 ， 家 小 值 为 (于 一 村)= 一 二 


(3) 72，y) 一 ee (zty +2y); 
解 : f(x, y)=2e* (zt 二 2y)+e”, f(z, y)=e” (2y+2), 


解 得 驻 点 : (i -1). 
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万. (zi 力 一 er(C4Z 十 4 昂 十 8 十 4)5 fy(x, y=e (4y+4); fxs y)=2e, 


A 万 ( 玛 ， 1)=2e, B 请 ( 圭 ， 1)=0, C fs (二: 1)=2e, 


B:—AC——4e<0 有 A>o0, 故 (去 ， 一 1) 处 取 极 小 值 , 裤 小 值 为 f(¥: -1)= 


(4) jz y) 一 zy(a 一 工 一 让)。 

解 : f(x, yy) 一 y(a 一 Z 一 y) 一 zy， 记 (z，y) 一 z(a 一 并 一 y) 一 Zy， 

解 得 驻 点 : (0, 0) (a, 0), (0, a). 

falx, W=—25, fa lx, W=a—2r—2y, fos W=—2. 

对 于 驻 点 (0, 0), A=fs{0, 0)=0, B=f,(0, 0)=a, C=.f,(t0, 0)=0, 
B: 一 AC>0, 故 (0, 0) 无 极 值 ; 

对 于 驻 点 (&; 0); A=fs (as 0)=0; B=fs(as 0O)=—as C=fy(as 0)=—2as 
已 一 AC>>0, 故 (a, 0) 无 极 值 ; 

对 于 驻 点 (0; a); 4 三 万 (0 a)= 一 2as B=f,,(0; a) as C=f,, (05 a)=0; 
B* 一 AC>>0, 故 (0, a) 处 无 极 值 . 

2. 求 下 列 函 数 的 条 件 极 值 : 

(1) z= 二 xy， 附 加 条 件 xz 十 y=1; 

解 : 构造 辅助 函数 L(x, y, 4) 二 zy 十 4(1 一 x+ 一 y). 


ly i 二 
解 得 z= 豆 , y= 去 "' 4 一 去 ，( 喜 * 去 ) 为 极 大 值 点 , 极 大 值 为 < 一 却 X 志 = 


| 一 


(2) z 二 民 十 六 ,附加 条 件 生 十 六 =1. 


解 : 构造 辅助 函 数 L(x,，y, 2) 二 民 十 二 (1 一 世 一 六 ) 


PE 
27 和 一 0， 
aL A 
E77 
Li 
DA a 0 = 


至 
2 


ET 习题 解析 (下 ) 


ab’ ab 2a:b 
全 和 

ab’ ab ” ab 
了 点 ， < 一 二 
(FW' 为 极 小 值 点 , 极 小 值 为 = 一 也 十 郊 一 区 二 记 


3. 要 制造 一 个 无 盖 的 圆柱 形容 器 , 已 规定 容积 为 V, 希望 表面 积 S 最 小 ( 即 所 耗材 料 最 
省 ), 问 该 容器 的 高 度 瓦 和 底 半径 R 应 是 多 少 ? 


解 : (方法 一 ) S=xR’ 十 2xRH， = 


2rR 一 2 六 =0， 得 R= 因此 可 得 H==R= 本 


(方法 二 ) 构造 L(R, H, 1) 一 rR: 十 2rR 万 二 AM(V 一 rR2 万 ). 


,， 即 SxR* 十 27R = 2 等 六 j= 


aL 


2xR++2xH—2xRH4=0, 


aR 

Cm 
aH 
VxR'H=0. 


解 得 四 


4. 要 制造 一 个 无 盖 的 长 方形 容器 , 已 规定 表面 积 为 S, 希望 容积 V 最 大 , 问 该 容器 的 长 、 
宽 、 高 应 是 多 少 ? 

解 : 构造 LOz，y， zx, )) 一 zyz 十 1(S 一 zy 一 2zz 一 2yz), 求 其 对 xy， =, 1 的 一 阶 偏 导数 ， 
并 使 之 为 零 , 得 方程 组 : 


= 2 


aL 
DA 


将 上 述 方程 组 的 第 一 个 方程 乘 以 z, 第 二 个 方程 乘 以 y, 第 三 个 方程 乘 以 *, 再 两 两 相 
减 得 : 


S—ry—222— 2yz=0. 


[7 


| 2yx 一 2zz 一 0， 
ee 


Ary—2Axz=0. 


解 得 < 一 一 2， 代入 第 四 个 方程 得 = 一 于 \/， 
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WAN 


Xs 习题 解析 (下 ) 


1. 填空 题 
(1) FCz，y) 在 点 (z，y) 处 可 微 是 f(z， y) 在 该 点 连续 的 条 件 ，f (x，y) 在 点 
(zx，y) 连 续 是 /f(x,y) 在 该 点 可 微 的 条 件 . 


C2) z 一 f(z 胃 在 点 (mi 3) 的 含 导数 适 及 和 存在 是 x， y) 在 该 点 可 微 的 


< 一/(z， y) 在 点 (x，y) 可 微 是 函数 在 该 点 偏 导数 和 和 入 存在 的 条 件 . 


(3) < 一 7(z， y) 的 偏 导 数 宇 及 3 在 点 (zy) 存 在 且 连 续 是 /(x，y) 在 该 点 可 微 的 


DT 


条 件 . 


(4) 函数 == (zy) 的 两 个 二 阶 混合 偏 导数 了 及 -2 在 区 域 D 内 连续 是 这 两 个 二 阶 混 


Az 9x9y 


合 偏 导 在 DD 内 相等 的 条 件 . 


zy 
Ee 


(5) 设 二 x, 则 lim 


y=0 


(6) 设 2 Z 一 ct，y 一 lnt， 则 全 导数 竺 一 


解 :《 芒 充分 必要 2) 必要 ,友人 甸 《的 讽 苍 5 (充分 |《 鸡 卫 5 C6) 一 
lnt (lnt) 


2. 求 函数 z= 


解 : D= {(z， y) [zz +y <27r}. 
3. 设 f(z 十 y; zx 一 y)= 二 zx: 一 yy, 求 f(x, y). 


解 : 令 z 十 y=u, x 一 y= 二 vv， 得 x 分? y es 因此 ， 


fl(u, WD=( 竺 ?) -( 和 与 ?) = 即 F(z，y) 一 Zy。 


4. 求 下 列 函 数 极限 : 


站 2 2 了 
i ny, 二 
3 Ca 8 Wm Ty 


| 区 
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本 2 2 
;1 二 608 /多 二 这 2 ald | 
解 : (1) lim Te i 5 pr 
we (TT EY a i 
» In(z+e©) 
(2) lim 一 一 -一 ln2. 
3 Ve ty 
5. 求 下 列 函 数 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 : 
(1) z=In(zx++y:); (2) z=7’. 
2 1 as- 狂 
解 : (1) 5 rm 
县- 和 二 9 Fe Ze—2y Fe 2y _ dz 
a "9? ray (ty) ardy (rty) ayax 
de_ i 
(2) Br 3 和 一 2 lnz， 
dz a bi 2x 
3 一 2 3 = 3 一 i 名 
7 yy— Dos 了 一 并 (lInzx)*, 27 并 Fur In EP 
Ed ) 求 2 Oz 
设 = 一 z sin(z 十 y)， 求 5 597 
解 : 本 2zsin(z 十 y) 十 zcos(Cz 十 y)， 
zx | 2 | 
5 2sin(x 十 y) 十 4xcos(x 十 y) 一 x sin(x 十 y)， 
Oz 2 Ca rN en 
Bzay xcos(z+y)—x sin(z+y). 


7. 设 z==f(u, x,，y),，u 二 xe”, 其 中 具有 连续 的 二 阶 偏 导数 , 求 


9z 
解 : 了 一 fe 十 /2， 
92z 
Fy ze tf se tf etf ae a 


G4 
azay 


8. 设 二 训 ， zx 二 9(1),y 一 (1) 都 是 可 微 函数 ， 求学 . 


de 


解 : D+r nry (D, 


= 9 gp? Ing Y (2). 
9. 设 z 二 z(x,y) 是 由 方程 x 十 yy 十 x 一 ye’ 所 确定 的 隐 函 数 , 求 dz. 


解 : 设 Fl(z, y, z)=z’ 十 y 十 2 一 ye”， 
kk 2 3 


ET 习题 解析 (下 ) 


F,=2x, F,=2y—e, F.=2z— ye’, 


Az F, 2z B83 F, 2y—e 

9 工 F 2z—ye:" 9y F z— ye: 
gz 之 Bx Dy—e 

dz 3 drtaydy Be 二 ody 


10. 设 v 一 zyz=， 求 du 


au 


Du Du 
解 : dr 


对 原 式 两 端 取 对 数 :; ln 一 Inz*y:z* 一 ylnz 十 zlny 十 zlnx. 


ou __ ( 了 Au 
Bk 


+Inz)x’y'z”, 3y (as jz ， 2 (Iny + 二 


du= (a t (Inz t 和 )zy edy + (Iny + 3 )e ydz. 


11. 求 曲面 一 x 十 zy 二 3 在 点 Mu(2, 1, 0) 处 的 切 平面 方程 与 法 线 方程 . 
解 : 设 FCz，y，z) 一 e 一 = 十 zy 一 3， 

下, 二 y, FF, 二 x,F.=e 一 1,， Mo(2, 1, 0) 代 入 有 切 平面 法 向 量 (1, 2, 0). 
切 平面 方程 为 zx 十 2y 一 4 一 0. 


> 2 Sl 2 0 
法 线 方程 为 3 


12. 求 螺旋 线 x 二 acos0，y 王 asin0, x 二 69 在 点 (a,，0, 0) 处 的 切线 及 法 平面 方程 . 


解 : 时 等 =6, 点 (a, 0, 0) 所 对 应 的 参数 9 二 0, 故 切 向 量 为 


asin0, 物 =acosl， 
(0, a, 6). 
和 
切线 方程 < 一 之 一 主 . 
法 平面 方程 为 ay 十 bz 二 0. 


13. 求 曲面 > 二 xy 上 何 处 的 法 线 垂直 于 平面 + 十 3y 十 x 十 9 二 0, 并 写 出 法 线 的 方程 . 
解 : 设 所 求 的 点 M(xzo。，yo。， zo)， 曲面 在 该 点 处 的 一 个 法 向 量 为 (yo， zo， 一 1), 平面 的 法 


向 量 为 1, 3，1), 因此 单一 孕 一 了 求 得 点 为 (一 3， 一 1， 3), 法 线 方程 为 


让 = 
和 “ 


14. 求 函 数 一 zy 十 yz 十 xz 在 点 (1, 2, 3) 的 梯度 . 


区 


qu Au 


解 : 由 元 3 十 z， Be 这 和 丰 - Bs y 十 Xx， 得 
fll, 2, DD=5, fl 2, WD=4, fi(l, 2, 3)=3, 故 
vf=5j+4j+3k. 


15. 求 函 数 f(z, y) 二 (6x 一 xz?)(4y 一 y) 的 极 值 . 
解 : f(x, y=(6—2z)(4y—y), flrs y=(6z—2)(4—2y); 


解 得 驻 点 (0, 0), (0, 4), (6, 0) (6, 4), (3, 2). 


多 元 函数 微分 法 及 其 应 用 


faz, y=—2(4y—y), fax, y)=(6—27)(4—2y), fy (zx, y)=—2(6z—z). 

对 于 驻 点 (0, 0), 可 计算 得 A 二 0, B= 一 24, C 二 0, B: 一 AC>>0, 非 极 值 . 

对 于 驻 点 (0, 4), 可 计算 得 A==0, B= 一 24, C=0, B 一 AC>0, 非 极 值 . 

对 于 驻 点 (6, 0), 可 计算 得 A=0, B= 一 24, C=0, B: 一 AC>0, 非 极 值 . 

对 于 驻 点 (6, 4), 可 计算 得 A=0, B=24, C=0, B? 一 AC>>0, 非 极 值 . 

对 于 驻 点 (3, 2), 可 计算 得 A= 一 8, B=0, C= 一 16, B’ 一 AC 
为 极 大 值 点 , 极 大 值 为 /(3, 2) 一 36. 


128 二 0， 又 A<0, 故 (3, 2) 


75| 


第 3 章 多 元 困 数 积分 法 


多 元 函数 积分 学 是 一 元 函数 积分 学 的 推广 和 发 展 , 将 一 元 函数 定 积分 中 “和 式 的 极限 ” 推 
广 到 区 域 、 曲 线 及 曲面 上 的 多 元 函数 的 相应 情形 , 便 得 到 了 重 积分 、 曲 线 积 分 和 曲面 积分 。 本 
章 主 要 就 是 介绍 重 积分 、 曲 线 积分 和 曲面 积分 的 概念 、 性 质 、 计 算 方 法 及 应 用 。 


3.1 二 重 积 分 的 概念 与 性 质 


3.1.1 知识 点 概况 


1 二 重 积分 的 概念 
(1) 定义 : 二 元 函数 x 二 f(x，y) 定 义 在 有 界 闭 区 域 D 上 . 将 区 域 D 任意 分 成 n 个 子 域 
Aoi(i 二 1,， 2,…, n), 并 以 Ao; 表示 第 i 个 子 域 的 面积 . 在 Ac 上 任 取 一 点 (6，%)， 作 和 


Yes, 7%)Aoi。 如 果 当 各 个 子 域 的 直径 中 的 最 大 值 * 趋 于 零 时 , 此 和 式 的 极限 存在 , 则 称 此 


极限 为 函数 /(zx，3) 在 区 域 D 上 的 二 重 积分 , 记 为 | (zx, 3)de ， 即 
D 


由 cs war = im Ds, Ag. 
(2) 几何 意义 : 当 /Cz， 3) 之 0 时 ,二 重 积分 [Cz，y)do 的 几何 意义 是 以 D 为 底 , 以 
f(z 为 顶 的 曲 顶 柱 体 的 体积 ， 当 f(x， 之 0 时 ， 柱 体 在 z0y 平面 的 下 方 ， 二 重 积 
有 Jz, de 表示 该 往 体 体积 的 相反 值 ， 即 /Cx，3) 的 绝对 值 在 D 上 的 二 重 积分 上 | f(x, > | 
go 才 是 该 曲 顶 柱 体 的 体积 ， 当 f(z, 在 D 上 有 正 有 负 时 ， 如果 我 们 规定 在 zOy 平面 上 方 的 
柱 体 体积 取 正 号 , 在 zOy 平面 下 方 的 柱 体 体积 取 负 号 , 则 二 重 积分 |/(z, y)do 的 值 就 是 它们 


Xs 习题 解析 (下 ) 


上 下 方 柱 体 体积 的 代数 和 . 
2. 二 重 积分 的 性 质 


性 质 1 被 积 函 数 中 的 常数 因子 可 以 提 到 二 重 积分 的 外 面 , 即 
re i gf, y)dolk 为 常数 ). 


b b 


性 质 2 函数 的 和 (或 差 ) 的 二 重 积分 等 于 各 个 函数 的 二 重 积分 的 和 (或 差 ), 即 


[ere, l= re, | 各 
Db b 


b b 


性 质 3 如 果 区 域 D 被 分 成 两 个 子 区 域 D, 与 D,, 则 在 D 上 的 二 重 积分 等 于 各 子 区 域 


Di，D, 上 的 二 重 积分 之 和 , 即 


je, war= | ye， wt re, 动量 


D D 


这 个 性 质 表 明 二 重 积 分 对 于 积分 区 域 具有 可 加 性 . 
性 质 4 如 果 在 D 上 , f(zx. yy) 二 1, 且 DD 的 面积 为 6, 则 


ae 三 仿 
也 
性 质 5 如 果 在 D 上 ， f(x. Wg(x. y), 则 
f(x, ydo < llg(x, y)do. 
J 


推论 函数 在 D 上 的 二 重 积 分 的 绝对 值 不 大 于 函数 的 绝对 值 在 D 上 的 二 重 积 分 , 即 


由 re y)dc < ») | da. 
了 D 
性 质 6 如 果 M, m 分 别 是 函数 f(x, y) 在 D 上 的 最 大 值 与 最 小 值 . o 为 区 域 D 的 面积 , 则 
mo lf(r, ydo < Mo. 
lL 


性 质 7( 二 重 积分 中 值 定理 ) 设 函数 f(x, y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , 记 o 是 D 的 面积 ， 
则 在 D 上 至 少 存在 一 点 (§, D， 使 得 


Fe, ydo = f(é, Do. 
D 


这 些 性 质 的 证 明 与 相应 的 定 积分 性 质 的 证 法 相 类 似 . 
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3.1.2 习题 解答 


1. 利用 二 重 积分 的 性 质 求 下 列 积分 的 值 . 


Vr Fy ory 1 
= ., 
V(x+y) +16 


为 M= 计 (x=y=0)， 最 小 值 为 m 


wi=)/ do 其中 全 = lay 源 10 有 有 不 有 站， 
也 


解 : 因为 /Cz,，y) 一 ， 积 分 区 域 的 面积 等 于 2, 在 D 上 f(x,y) 的 最 大 值 


1 1 1 1 
(z=1; 2)， 巩 Jar< 1< tla, 即 ， 
VS 十 生 5 > 5 


2 
本 外 
G2 1= tyt10)de, 其 中 D 是 由 圆周 zx? 十 y* 二 4 所 围 成 . 

了 


解 : 令 (zt, y)=z 十 y 十 10, 关键 是 求 f(z, yy) 在 D 上 的 最 大 值 和 最 小 值 , 在 D 内 部 ， 
万 =1, 了, 二 1, 因此 f(x, yy) 在 D 内 部 无 驻 点 , 最 值 点 一 定 在 边界 上 取得 , 作 
F(x, y)=z+y 二 10+A(z’ 二 Ty —4) 


F’,=1+2Ax=0, 
由 方程 组 $F’, 二 1 十 24y 二 0， 
Fi=zx:++y—4=0, 
解 得 驻 点 为 (V3, V3)，( 一 V3, V3)， 比较 可 得 最 小 值 为 mw 二 10 一 2 V2, 最 大 值 为 M 一 10 十 
2V2, DD 的 面积 为 4r, 由 估 值 定理 得 8r(5 一 2 ) 入 Is8r(5 十 V2 ). 
2. 根据 二 重 积分 的 性 质 ,比较 下 列 积分 的 大 小 . 


tye S| (r+) do, 其 中 积分 区 域 D 由 圆周 (x 一 2)? 十 (y 一 1)* = 2 所 围 成 ; 
也 了 
解 : 由 于 积分 区 域 D 位 于 半 平 面 {(z，y) |x 十 y 宇 1) 内 , 故 在 了 上 有 (z 十 ?六 入 (z 十 y)， 


从 而 有 | +"de<| e+)dc， 
D D 


3 有 z+ 39*de 与 [zx 二 3) do, 其 中 积分 区 域 品 由 zx 轴 .y 轴 与 直线 z 十 y 一 1 所 


围 成 ; 
解 : 由 于 积分 区 域 D 位 于 半 平 面 {C(x, y) |z 十 y<1} 内 , 故 在 D 上 有 (zx 十 y) ?之 (zx 十 y)*， 


因此 有 | cz 十 ydo 三 | 二 yde， 
2 D 


| 


Xs 习题 解析 (下 ) 


G3) nc + yde 与 | CnGz + y) Fd, 其 中 D 是 三 角形 闭 区 域 , 三 顶点 分 别 为 (1, 0)， 


lL, LY CEs WY, 
解 : 由 于 积分 区 域 D 位 于 条 形 区 域 {(z，y) |1 志 x 十 y 志 2 ) 内 , 故 在 D 上 有 0 过 


InGz+y)<1, 从 而 有 nCz 二 yrdo 过 nCz + y)qo. 
了 二 
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3.2 ”二 重 积分 的 计算 


3.2.1 知识 点 概况 
1. 利用 直角 坐标 计算 二 重 积分 ， 
re, wardy = ever >)dy 或 | rz， wdzdy = ja foe, 六 i 
a. 利用 极 坐 标 计 算 二 重 积分 : 


re, y)dc 一 由 roeos， rsin0)7rdrd0 . 
3.2.2 习题 解答 


1. 将 二 重 积分 ||f (x, y)do 化 为 二 次 积分 , 积分 区 域 如 下 : 


b 


(1) DD 为 x 十 y=1, x 一 y= 二 1, xz 一 0 围 成 的 区 域 ; 


Ce 原 淹 wie=o 一 和 人 Co>0， 5 二 0) 围 成 的 区 域 ; 


(3) DD 为 (z+ 一 2)? 十 (y 一 3)* 过 4 围 成 的 区 域 ; 
(4) DD 为 x 十 六 过 1, y 宇 z+, x 宇 0 围 成 的 区 域 ; 
(5) DD 为 y= 二 x*,y 二 4 一 x? 围 成 的 区 域 . 

解 :(1) 区 域 D 既是 X 型 又 是 Y 型 区 域 , 故 有 


pr 1 1x 0 hy 1 iy 
eo Wdo= eve， y)dy 一 [Lal fry dr +| f(x,y dr. 
(2) 区 域 D 为 既是 X 型 又 是 Y 型 区 域 , 故 有 
国 ‘2a 各 全 2a 
J es y)dc 一 | dz| fa, y)dy = [| lrs dz。 


(3) 区 域 D 为 既是 X 型 又 是 Y 型 区 域 . 故 有 


V 4 一 一 (xz 一 2)2 十 Va) ri 
je Wdo= 上 dz|- VT ydy 一 | dy| Vf y)dz . 
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ET 习题 解析 (下 ) 


(4) 区 域 DD 既是 X 型 又 是 Y 型 区 域 ， 故 有 
- Vie 
Ne. | flr, ydy 


和 y 1 Viy 
二 dy| rs wart [ady|. Flrs wddx . 
0 摊 


(5) 区 域 D 既是 X 型 又 是 Y 型 区 域 . 故 有 


les ydo= 人 


b 


4 
dz| Crz，y)dy 


2 Vy 4 Vy 
| dy| fx, ydx +| dy| f(x, y)dr. 
0 8 2 一 VEy 


2. 更 换 下 列 二 次 积分 的 次 序 . 


1 Vy 1 Vi—z: 
Ways) fr, yar | dz fe, Way 
1 2—y 0 是 
(3) | dy| jlrs ydrs (4) | | Flrs ydz 's 
ee Inr 1 Vr 4 VT 
G) [az| flr, ydy; (6) | dz| fr, dy+| dz| Cr ydy. 


解 :(1) 积分 区 域 D: 0<x 二 1, x’ 三 y 之 x， 则 更 换 后 的 二 次 积分 为 
1 Vy 1 r 

| dy| fz, Wdr -| dz| ,fz ydys 

(2) 积分 区 域 D; 一 V1 一 yy 二 z 三 V1 一 yy ,0 三 y 志 1, 则 更 换 后 的 二 次 积分 为 
1 VI- es . Vi d 

下 | Crz，y)dy -| of Wdz. 

(3) 积分 区 域 Di : 0<x<1, 0<y<zx, D;: 1<x<2, 0<y<2 一 z+, 则 更 换 后 的 二 次 积分 为 

[ay] re ad 一 eye ydy+| dz| fo, y)dy . 

(4) 积分 区 域 D: 1<x<2, 1 一 xy<0, 则 更 换 后 的 二 次 积分 为 

fas, re ydr = 名 | f(x, ydy. 

(5) 积分 区 域 D: e* 夺 x+<e, 0 委 y 科 1,， 则 更 换 后 的 二 次 积分 为 

[六 re y)dy 一 af re y)dz . 

(6) 积分 区 域 D: y 过 x 过 y 十 2, 一 1 和 > 过 2 则 更 换 后 的 二 次 积分 为 

[ere way+ fdr fz, oi = | of fea. Wi 
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3. 确定 常数 a， 使 [esincz 上 dzdy = 1, 其 中 DD 是 y==x; y= 27x, XZ== 围 成 的 区 域 . 


了 


解 : 积分 区 域 既是 X 型 区 域 又 是 站 型 区 域 , 若 选 X 型 计算 ， 有 DD: Oo<z< 了 ， XYyS27. 


Nasincs 十 y)dzdy 一 [ar] sme 十 y)dy 一 一 | [acos(z+y) J dr 
o 本 
也 
_ 。 二 Li 1 
= rE Qa(cos27r 一 cos3z)dz 一 al Sin2 工 3 sin3z | = 


则 < 一 3. 
4. 计算 下 列 二 重 积分 . 


(1) [iy ，,D 是 y=zx 与 y 二 x? 围 成 的 区 域 ; 
Db 
(2) ||(zx* 十 ydzxdy ，D 是 y=x' 与 x 二 y* 围 成 的 区 域 ; 
1 
(3) 有 dzdy ,DD 是 以 (0,0),(1, 2)，(2, 1) 为 顶点 的 三 角形 区 域 ; 
B 


(4) [es y)dzdy，, 了 是 zi: 十 多 过 2z,， X= 二 1, x 二 2,y 二 x 围 成 的 区 域 , 设 


“pb 


zy, 1<x<2, 0<y<z, 


flz, "| 
“1o, 其 他 ， 


G5) | drady, DD 是 以 (C0, 0),(1, 1),(0, 1) 为 顶点 的 三 角形 区 域 ; 
也 


(6) | 一 ”drdy， D 是 x = 二 0,y 二 0, x 二 "与 y= 二 sinx 围 成 的 区 域 . 
Db 
解 : (1) 积分 区 域 既 是 X 型 又 是 Y 型 区 域 , 则 先 对 积分 和 先 对 yy 积分 均 可 , 若 选择 先 工 
积分 后 y 积分 , 则 将 区 域 D 看 作 Y 型 区 域 , 故 有 D: y<x+<Vy, 0<y<1. 


1 vy 1 Vy 
eydray - as yar 半 [Bw] ly 
rl 让 直 5 1 
=|(z 2 )d> 到 a # 下 = 站， 
(2) 积分 区 域 既 是 X 型 又 是 了 型 区 域 , 则 先 对 xz 积分 和 先 对 y 积分 均 可 , 若 选择 先 x 积 
分 后 y 积分 , 则 将 区 域 D 看 作 Y 型 区 域 , 故 有 也 : y: 寺 +x<Vy. 0 过 > 过 1. 


1 Vy 了 二 Vy 
rwardy = | a tw =| [$e + | ,dy 
| ey 5 
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Xs 习题 解析 (下 ) 
1 a 33 


时 | 有 3 8 三 1 7 
-| (3 3 »)dy = [5 2 ~ | Ta 


(3) 积分 区 域 既是 X 型 又 是 Y 型 区 域 , 按 X 型 区 域 计 算 ,分割 区 域 D 成 两 部 分 , 即 


Di: 0<zr<1, F<y<2r; Ds: 1<r<2, FLySIz. 


1 2 工 2 3 一 并 
eazay 一 人 arav 十 | 川 zdzdy = | zdz|, dy +| xdz|- dy 
0 至 1 各 
乌 和 和 


六 


=| dz+| 3 ， 1 gs i 二 5 EE 
= [3dr+| (3 Fx de [x B+ [3 了 | = 也， 
(4) 积分 区 域 是 X 型 区 域 , 故 有 D: 1 委 z 委 2，V27z 一 好 及 y 和 rz. 

Ne, ydrdy =evae, = | ear] 一 > 


D 
“LT lh i | 49 
=| x [$7 | ,sd | zx) =|[$ | = 和 0 
(5) 积分 区 域 既 是 X 型 又 是 Y 型 区 域 , 则 先 对 x 积分 和 先 对 y 积分 均 可 , 若 选择 先 x 积 
分 后 y 积分, 则 将 区 域 D 看 作 Y 型 区 域 , 故 有 D: 0 委 z 和 y, 0y<1. 


一 一 Perly pe 下 1 1 
上 dzdy 一 af dz 一 hre zdy [ye dy 2 [Le™ 此 2 (1 ) 


(6) 积分 区 域 既 是 X 型 又 是 Y 型 区 域 , 则 先 对 zx 积分 和 先 对 y 积分 均 可 , 若 选 择 先 y 积 


分 后 xz 积分, 则 将 区 域 卫 看 作 X 型 区 域 , 故 有 D: 0 志 zx, 0y<sinz. 
fi a 1 ,Ta 
je 一 风 )dzdy 一 上 dz| (x 一 到 )dy 一 [ [= = | dz 


| (a sinz 2 sinzjdz 站 ad coszr) 十 了 | a — cos’x)d(cosz) 
0 0 o 


一 [一 zscosz 相 十 2zcoszdz 十 [ose = 于 cosz] 


0 


三 戎 一 此 下 zzdcsinz)= Te 一 本 十 [2zsinz]5 一 2| sinzdz 
0 


9 
一 T 一 圭 十 2[ecosz]J 和 三 于 时 § 


5. 利用 极 坐标 计算 下 列 二 重 积分 . 


we 十 y)dzrdy,，D 是 a 过 十 yw 过 慷 的 圆 形 区 域 ; 
DbD 


(2) | vr Fazay, D 是 x 十 y 二 4, x 十 y 二 2x 围 成 的 区 域 ; 
D 
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(3) ||>dzdy, DD 是 圆 x? 十 y 二 a 在 第 一 象限 内 的 区 域 ; 
Cw | (zt 十 ydrdy,，D 是 x 十 y 三 x 十 y 所 围 成 的 区 域 ; 


G5) ||aretan 2 之 dzxdy, D 是 1 之 民 十 之 4 及 直线 y 一 zx,y 一 0 所 围 成 的 第 一 象限 内 的 


区 域 . 
解 : (1) 令 工 = 二 rcos9，y 二 rsin9， 则 积分 区 域 D: a<r<b, 0<9<27x. 


J 六 座 i 六 三 | al 一 至 (0 一 
(2) 今 z==rcos0，y 二 rsin9， 则 积分 区 域 D 可 看 作 两 部 分 区 域 的 差 , 即 


Di: 0O<r<2,0<0<2r;D,: 0r2c0s0, 一 去 <0<7. 


2 2 学 2cos) 
I Vi’ +y drdy= 和 el a ao| rdr 
) -二 师 


i6 并 入 。 16 16[# 8 
可 司 [ cos’0d0 和 (1 一 sin20)d(sin0) 


1 LF sin0] 16 32 
3 sing 3 下 全 一 二 


(3) 令 z 一 rcosg，y 一 rsing， 则 积分 区 域 D: 0<r<a, 0<O< 艺 . 
[aaav 二 [sinodo] dr 一 Fe 
也 


(4) 令 xz 一 rcosg，y 一 rsin0， 则 积分 区 域 D: 0 过 rr 过 sin9 十 cos0， 一 王 < 儿 到， 则 


3x 


sing+eosg . 1 于 
Te 十 y)dzdy 一 | dg i2(cos0O 十 sin0)dr 一 3| (cos0 + sin0)4d0 
= 


和 


3 
| (1 十 sin20)*d0 一 3 (1 十 2sin20 十 sin220)d0 


一 Sed by 1 sin4071* 元 
二 0 ’ 
0 eos20] + + 了 I q9 一 全 + 二 [0 一 |， 


4 


(5) 令 xz 一 recosg，y 一 rsing， 则 积分 区 域 D: 1<r 委 2， 0<0<. 


元 2 
em 二 dzdy = 人 oa9| rdr = 等. 


6. 利用 二 重 积分 , 计算 下 列 曲线 围 成 的 平面 图 形 的 面积 . 


Xs 习题 解析 (下 ) 


(1) y=zx, y=5x, x=1; 


(2) zy 一 2 ，zy 一 222 ，7 一 并 y=27(z>0, y>0). 


解 : (1) 积分 区 域 是 X 型 区 域 , 故 有 D: 0 过 xz 委 1, zy5x. 


S =||ae 3 az] ay = Ed 二 | au 一 2. 
(2) 积分 区 域 既 不 是 X 型 又 不 是 了 型 区 域 , 故 分 割 区 域 D 成 两 部 分 , 即 


Di Mar<a, EE<y<2rD a <r<Ya, r<y< 


8 -= leak |elady+| dz| dy 


| (2)ae+) (Ez)ar 


2 2] J 2a’ lnz wi 1 wzln2 
pe Bie Mos 


7. 用 二 重 积分 计算 立体 2 的 体积 V, 其 中 Q 由 平面 z=0, y=x, y=x 十 a, y==a， yy 一 24 
和 < 二 3zx 十 2y 所 围 成 (a 二 0). 


解 :V = ||(3z 十 2y)dc = 地 ” (3z 十 2y)dz 
epi 

二 下 (5ay 一 Za’ )dy = 

8. 求 球面 之 十 Y 十 之 一 4R 和 圆柱 面 也 十 交 一 2Rz(CR>0) 所 围 (包含 原点 那 一 部 分 ) 的 体积 . 

解 : 根据 对 称 性 可 知 

V=4 4R’ — zx — y drdy. 
ls 

其 中 , D 为 xOy 平面 上 y 一 V2Rzx 一 x 与 x 轴 所 围 平面 区 域 , 用 极 坐标 系 进行 计算 : 

V= ol V4R 一刀 rdrdb = 4 ao ™ V4R 一 一 rdr 


2 se fi 
3 sl sin’0)d0 了 Rs ss 


9. 计算 二 重 积 分 ||jydzdy, 其 中 DD 是 由 直线 z= 一 2, y= 二 0, y= 二 2 以 及 曲线 z= 二 一 V2y 一 六 


所 围 成 的 平面 区 域 . 
解 : 区 域 D 和 Di 如 图 3.2.1 所 示 , 有 


[se 


上 aaay 二 | yazay— Jydray, 
D 下 


iD) 


0 几 
| yazay =| dz| ydy = 4. 
DD, = 0 


在 极 坐标 系 下 ,有 


D = |cr， 0|o< <r<2sing, 到 入 9 二 |, 因此 


Fr 2sin0 
[aray = .ao i | sintbdg 
芒 2 相 过 


E 革 所 ‘29, 1+ cos40 工 
| 2cos20+ tS Jee ， 


于 是 | ydzdy = 4 一 未 
Db 
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Di 


A 
2 


图 3.2.1 


wy 


10. 计算 二 重 积分 1 一 3 一 之 [dzdy, 其 中 积分 区 域 D 由 0 过 去 2 和 |z| 坟 1 确定. 


解 : 由 于 绝对 值 符号 内 的 函数 在 D 内 变 号 , 即 当 y 宇 x 
时 , y 一 zz 宇 0; y 过 x? 时 , y 一 x 二 0。 因 此 , 用 曲线 y= 二 x 
将 也 分 为 D 和 D; 两 部 分 , Di: 0 寺 y 寺 zx? ,一 1x 志 1; 
D;: 一 1<zx<<1, x 二 y2， 如 图 3. 2. 2 所 示 . 


】 Vr = | dy 


az] Wie dz] Vy— zidy 


J 
[Sept] ort [$0 he 


2r ,4Ar 3 
说 一 过 壮 t 
EE 3Jo 


0 


11. 设 f(x) 连续 , 证 明 Fal roway fan)dr. 
证 明 : 更 换 二 次 积分 的 次 序 有 


faz] feway = as] fvar fa W/Wdy = | a 


图 3.2.2 


hflryde. 


my 


Xs 习题 解析 (下 ) 


3.3 三 重 积分 


3.3.1 知识 点 概况 


1. 三 重 积分 

设 /(z, yw, 已 是 空间 有 界 闭 区 域 9 上 的 有 界 函数 . 将 0 任意 分 成 个 小 闭 区 域 Aw ，Aw， 
…，Aw， 其 中 , Aw 表示 第 i 个 小 闭 区 域 , 也 表示 它 的 体积 . 在 每 个 Aw 上 任 取 一 点 (6 ,用 ,5)， 
作 乘 积 (6，h，5)Aw Gi 二 12，…, 加 ,并 作 和 /C,H,5)Avw ， 如 果 当 各 小 闭 区 域 直径 中 的 
最 大 值 4 趋 于 零 时 这 和 的 极限 总 存在 , 则 称 此 极限 为 函数 J(x，y，<) 在 闭 区 域 9 上 的 三 重 积分 . 
记 作 f(x, y, =)do, 即 

下 


由 re 24 = im Ds, Wb) Av . 
其 中 dv 叫做 体积 元 素 . 
2. 三 重 积 分 的 计算 
(1) 利用 直角 坐标 计算 三 重 积分 : 
车 f(x, ys 2) 在 0Q= {zy 习 | aa(z 力 委 zx 生 a(z JiCz 和 yy 和 wz) ao 和 zs 人) 上 
连续 , 则 


Ne. y, 2)dv = Fa] a fe. y, 2)dz ; 
(2) 利用 柱 面 坐 标 计 算 三 重 积 分 : 
工 一 pocosO， 


令 4y 一 psin0， lle y, z)drdydz = coeose. psing, z)pdpdOdz ; 
n n 


(3) 利用 球面 坐标 计算 三 重 积 分 : 
X=rsingcos0, 
令 4y 一 rsinpsin0， 则 


x 一 rcosp ， 


Ls. 
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He, y, z)dzrdydz = resingeos, rsingsin0, rcosg)r: singdrdpd0 
n n 

3.3.2 习题 解答 


1 R: 及 之 十 光 十 (= 一 RD) 一 Re 围 成 


解 : (方法 一 ) 利用 柱 面 坐标 系 ， 


令 工 一 pcosg,y 一 sin0,= 一 


z, 把 Q 的 边界 曲面 化 为 x 二 
VR’—p ,z=R— 


V3 
二 夺 R 
VR 一 VF, 它们 的 交 线 在 zxOy 平面 上 的 投影 方程 为 ”2 "于 是 
z=0， 
ax [ER VEE 
n 
= pL(R'—PN— (R— VR PF)’] dp 
i 二 蝇 ， al 59 
sR PE +2Rip — Ro' 十 RCR Pt] mR. 
(方法 二 ) 利用 球面 坐标 , 把 2 的 边界 化 为 球面 坐标 , 得 : "一 R, r 二 2Rcosp， 它 们 的 交 线 
r=R, 
为 贺 x 则 
9 一 3， 
I ricosp* rsingdrdgd0 
n 
= [of COS :gsingdy| 好 dr 二 | dl， Cos :gsinpdg| rdr 
区 
sR’( 3cos'p) Ws 3 (2R)’( geos'g) 41807R . 
3 二 ”的 方法 , 用 平行 于 zOy 的 平面 模 截 区 域 Q, 得 
{(z,y) | ++y AR (zz—R)’)} 
D. = 


R 
:}, 0 过 z 忒 地， 
2 


Ras DIe+ty RI 一 ,人 
帮 了 二 站 jw 


R 
=| rR — (2—R) J de 十 | erCR: — 2 )d 


<z<R, 


R’? ， 3 


"Xs 
+ (3 -5 


2. 计算 工 = |zy’x*dzdydx, 其 中 Q 是 由 曲面 z = zy 与 平面 y= 二 1,y 王 + 及 x 一 0 所 


a 


Bi 
#|= 80° 


成 的 闭 区 域 . 
0<z<1 
解 : 积分 区 域 2 用 不 等 式 组 表示 为 : 457 三 y<1， 则 
0<z<ry, 


I=|4 z| dy Xxy’2 dz = = 十 |. ‘dz| yd = 下 (i Dk 3 " 


3 i i ，。。 绕 = 轴 旋 转 一 周 而 成 的 曲面 与 两 平面 


一 2, z 二 8 围 成 的 立体 . 
分 析 ; 由 于 Q 是 旋转 体 , 故 采用 “ 先 二 后 一 "计算 , 而 Q 是 绕 < 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 ， 须 将 
向 z 轴 投影 . 
解 : 将 Q 向 x 轴 投 影 得 投影 区 间 [2，8]. 
由 于 Q 由 z==2, xz 一 8 及 曲面 x 十 y= 二 2z 围 成 , 所 以 D(z) 为 x 十 三 2x， 于 是 


= je + ydv = lke + ydzrdy 
fas aol “rdy 27| 竺 de 
= 336r 
4 计算 工 一 a 其 中 0Q 是 由 >? = 和 < 一 Ai 二 0) 所 围 成 的 闭 区 域 . 
从 新， 加 是 而 八条 ， 堵 其 曙 时 jos ys 司 一 < 开拓 JC 十 关 ; sj 宏光 用 手机 种 款 证 第 
m1 ee pe se)e 
= TxRep. 


5. 计算 I= 用 (二 十 dv， 其 中 是 由 球面 z? 十 y 十 z* 二 1 所 围 成 的 闭 区 域 . 


分 析 : 由 于 QQ 是 球体 , 被 积 函 数 工 十 六 十 x 形 如 f(z 十 六 十 2), 故 选用 球面 坐标 计算 . 


2 x 1 
解 : 工 一 je 丰 玉 十 攻 j= [ dg dy| 72» rsingdr 
o o Jo 
n 


[eu 
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主 2x| singdp| 7 : 闫 哑 二 Hr. 
6. 求 下 列 区 域 的 体积 : 
(1) Q 是 球体 x 十 y 十 x 三 4az 中 被 曲面 x 十 y* 十 az 王 4a 所 截 的 下 方 部 分 ; 
(2) 0 是 = 一 险 十 到 ，z 十 ?十 < 一 1 所 围 区 域 . 
解 : (1) 两 曲面 的 交 线 为 


过 xz: 一 5az 十 4a: 一 0 一 = 一 4 或 > 一 4a， 


二 十 2 二 4az 


”和 交点 (0, 0, 44), 因此 0 在 zOy 平面 上 的 投影 区 域 


Ty =3a’ 


所 以 本 出 面 的 交 线 为 | 


为 Do: 区 十 六 过 3a*， 所 以 0 的 体积 为 
V [二 ac XC—y)—(2a4— Va 一 巡 3 |drdy 


Doy 


2 
本 [去 cc 0 一 X22 一 RE rar 


0 


2x[ (2 1) (er + $a 站 一 a’. 


a 
(2) 两 曲面 的 交 线 为 
z=ZX 十 
ul 
所 以 2 在 zOy 平面 上 的 投影 区 域 为 


之 寻 十 z 十 交 十 y 一 1， 


a fe 


故 2 的 体积 为 
多 王 和 ->z=-y> 一 一 一 drdy 
Pov 
[县 - (e+ 去 ) 一 (s+ 放 ) Jazay = 和 [Jed 
Doy i 
= 9- fae rar 和 7 流 Sx. 


"Xs 习题 解析 (下 ) 


3.4 ” 重 积分 的 应 用 


3.4.1 知识 点 概况 
1. 曲面 面积 : 曲面 方程 为 > 一 f(x, y), 5 为 曲面 的 一 部 分 , 为 三 在 zOy 平面 上 的 投影 ， 


则 曲面 三 的 面积 为 S 一 | 1+ ( 坚 ) + (PF) dzdy 
Dp 

EE 心 : 非 均 匀 物 体 V 上 每 一 点 的 密度 为 L(x， y， xz), 现在 考虑 物体 V 的 重心 

ere. y», z)dv 由 we y, z)dv 由 zc， y, z)dv 


Vv 


Zo 一 下 ; Yo 5 Xo = 
jae, y», z)dv ac, y», z)dv Nac, y», z)dv 
V 要 ¥ 


3. 转动 惯量 : 非 均 匀 的 物体 V, 在 V 上 每 一 点 的 密度 为 L(x，y,，x)， 则 物体 V 对 于 zOy 


2. 村 


平面 的 转动 惯量 Jsw， 对 工 轴 的 转动 惯量 j 及 对 于 原点 O 的 转动 惯量 Jo, 有 
J» 一 川 z2p(zy ys z)dv, 
下 y 


J: = Te + pr, y, z)dv, 


Jo 一 je + 二 2)p(r, y, 2)dv. 
站 


至 于 物体 对 于 其 他 两 个 坐标 面 及 坐标 轴 的 转动 惯量 也 有 类 似 的 公 


3.4.2 习题 解答 


1. 求 锥 面 > 二 Vz 十 y 被 柱 面 x 二 2z 所 截 下 来 的 那 一 部 分 的 面积 . 
解 : 锥 面 z 二 Vx 十 y 被 柱 面 > 二 2x 所 截 下 来 的 那 一 部 分 的 曲面 在 zOy 面 的 投影 区 域 为 


Bz, 又 


di 全] 本 [aa 后 


所 以 S=| vaardy = 2v3| ao rar = Yar. 
D 
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2. 求 球面 十 六 十 < 二 R* 含 在 圆柱 面 x 十 y 一 Rr(R 之 0) 内 部 的 面积 . 
解 : 由 对 称 性 , 只 需 计算 第 一 卦 限 阴 影 部 分 的 面积 S, 再 乘 以 4 即 可 . 
该 曲面 的 方程 为 > 一 VR 一 x 一 y. 它 在 zOy 面 上 的 投影 为 


D={(zx, y) |x +y <Rzr, x>0, y>0), 


ey i 


于 是 


烽 志 后 三 = 
a def i Rs = 2rRz — 4R’. 
3. 求 柱 面世 十 y 二 R* 被 柱 面 y 十 二 R* 所 截 部 分 的 面积 . 
解 : 为 计算 该 柱 体 的 表面 积 , 只 需 计 算 第 一 卦 限 阴 影 部 
分 的 面积 S (如 图 3.4.1) 再 乘 以 16 即 可 . 
该 曲面 的 方程 为 = VR 一 x , 它 在 xOy 面 上 的 投影 为 
D={(zx, y) |x:+y <R’, x>0, y>0}, 


az zx 
且 az 人 
Ee 
S I ta 站 
1 一 = rdy 
=|| R dzdy 
» VR 一 工 
R /Ri 
= dz| J 用 二 天 
0 0 RR 


故 S=16S 一 16R?. 

4. 设 有 一 半径 为 R 的 球体 , P。 是 此 球 表面 上 的 一 个 定点 , 球体 上 任 一 点 的 密度 与 该 点 到 
PP, 的 距离 的 平方 成 正比 (比例 常数 >0), 求 球体 的 重心 的 位 置 . 

解 : 记 所 考虑 的 球体 为 2, 以 2 的 球 心 为 原点 0, 射线 OP, 为 正 工 轴 , 建立 直角 坐标 系 , 则 点 PP 
的 坐标 为 (R, 0, 0), 球面 方程 为 工 十 十 之 二 民 ， 体 密度 为 (x, y, z) 一 AL (zx 一 R)? 十 y 十 之 ]. 

设 0 的 重心 坐标 为 (+, y, <), 由 对 称 性 y= 二 0, z 二 0， 


3| 


ET 习题 解析 (下 ) 


由 cc 一 Re 十 用 十 逐 ]dz 


5 

2 ， 
etc 一 R + + J 
on 


[oR 十 +#Jdo = +y + dt ea 
n n n 
R 
宇 s| aol de| rsingdr + aR 
4 np 4 ps 32 ps 
i sR + ss"™R 二 5™R ? 


ete—R» 二 十 <2]dv = 二 一 2Rjllzx’*dv 
a 


n 
一 如 jc 十 六 十 2 ]dv 
2 4 ps _ 8 pe 
= oR 5"™R = 15"R ， 
故 工 R Ne” Es R 
工 一 一 车 , 因此 , 球体 2 的 重心 坐标 为 (一 二， 0. 0) . 
5. 求 半径 为 a 的 均匀 半圆 薄片 ( 面 密度 o 为 常数 ) 对 于 其 直径 边 的 转动 惯量 . 
解 : 薄片 所 占 区 域 为 
D={(z, |z:+y a, y>0}. 
该 薄片 对 工 轴 的 转动 惯量 为 


I = eu 一 小 ”du 一 of do wsin’0 “rdr 
D D 


a Ta' | sin = 
= usin 0d0 一 4p24 “= Bo. 


6. 设 球体 这 十 y* 十 六 三 2az(a 记 0) 的 各 点 密度 与 坐标 原点 到 该 点 的 距离 成 反比 . 求 球体 
的 质量 M 及 球体 绕 = 轴 旋 转 的 转动 惯量 工 


k 


解 : 由 已 知 球 内 任 一 点 (x, y，z) 的 密度 为 p(x. y, x) 王 (二 0), 则 


有 一 ec. y, xz)dzdydz = Wl le 


2 至 aeos4 
一 | | de| 上 ?sinpdr 2k| (Fsing x a’cos’p )dyp 
o Jo o ¥ o\2 


3 4 ipa? 入 


3 
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t= te » y， d= tO 


= 人 dg ad os 如 sin 9, 2 ingdr zn] 1 


16 
= 35"™ka" 


X l6sin’ ga’'cos' gdyp 


95| 


ET 习题 解析 (下 ) 
3.5 曲线 积分 


3.5.1 知识 点 概况 


1. 对 弧 长 的 曲线 积分 


(1) 定义 : 设 函 数 fCM) 在 光滑 曲线 上 连续 , A, 也 是 工 的 端点 , 用 点 A 一 Mi ，M ，…， 
M1，M, 一 B 把 分 为 n 个 小 弧 段 ， 在 每 一 小 弧 段 M;_1M;(i 二 1,，2,3,…, n) 上 任 取 一 点 Ni， 


并 作 和 畔 JCND)As， 其 中 As 是 弧 MM 的 长 度 ， 当 把 无 限 细 分 使 得 As (i 一 1，2，…， 7 
中 弧 长 的 最 大 值 4>0 时 ， 和 数 DAs 的 极限 称 为 函数 了 CM) 沿 曲线 工 的 对 弧 长 的 曲线 
积分 (或 第 一 型 曲线 积分 )， 记 作 
| roou = tm» NDAs,. 
这 里 (CM) 叫做 被 积 函 数 , 工 叫做 积分 弧 段 . 
(2) 计算 : 若 曲线 工 的 参数 方程 为 


T=9(t), y=y(t), 
在 区 间 [a, 8] 上 具有 一 阶 连续 导数 ， 则 


yes wa = [re pn) MPDT TIPO Td. 
特别 地 ， 当 曲线 方程 为 y= 二 y(x), 且 W(x) 在 [xo， zi] 上 具有 连续 导数 时 , 则 
ae 多 镍 二 [re wz)) VITIV CI dz . 
当 曲 线 方程 为 z+ 二 p(y) 且 p(y) 在 Ly。，y1] 上 具有 连续 导数 时 , 则 
| rz 动感 三 | ee, y) VI 十 [YCy) 邓 dy- 


如 果 世 是 空间 曲线 , 并 有 参数 方程 为 
X=9(1), y=(), z=w(1), a<t<p. 
那么 也 有 完全 类 似 的 结果 : 


| yes re [rceo， wpD，w(D] VI OF FI OF FE Fd. 
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2. 对 坐标 的 曲线 积分 


(1) 定义 ， 设 曲线 为 zxOy 面 上 一 条 有 向 光滑 曲线 , 工 的 起 点 为 A， 终 点 为 B， 在 AB 上 
依次 加 入 7 一 1 个 点 : M1，M;，…，M;_ 1，M;...，M,_!， 并 设 A 二 M,。，B= 二 MM,， 则 这 些 点 


把 信 妇 成 个 有 问 汪 革 并 千 取 二 Ca WW A 一 各 一 六 on A 二 站 一 各 i 基 机 
…，n， 在 MMWM 任 取 一 点 NG， 加)， 令 4 为 各 弧度 长 度 的 最 大 值 . 若 lmy PCn ,yw)an 在 


在 ， 则 称 此 值 为 P (z，>) 在 曲线 二 上 对 坐标 工 的 曲线 积分 ， 类似 可 定义 QCz,y) 在 曲线 LL 上 
对 坐标 y 的 曲线 积分 ， 上 述 两 个 积分 也 称 第 二 型 曲线 积分 ， 并且 分 别 记 作 


| Pe, y)dz 一 lim >， PCzi 十 VD)Ani; 


| ac， y)dy 一 lim 2 QC 二 yi)Ay;. 
同时 规定 
| .PartQdy = |,Pdr+|,Qdy. 
L 此 [a 
同样 可 以 定义 空间 曲线 世上 的 第 二 型 曲线 积分 , 也 就 是 说 , 假设 二 是 有 向 的 空间 光滑 曲 
线 , 并 且 P(z,y, =), Q(x， y, zz), R(z,y， zx) 都 是 L 上 的 连续 函数 , 则 可 类 似 地 定义 这 些 函 
数 沿 工 的 对 坐标 的 曲线 积分 : 
[Pe, y，z)dz 十 QCz，y，z)dy 十 RCz，y，z)dz . 
(2) 计算 : 假设 曲线 的 参数 方程 为 
Z 一 pt)，y 一 儿 1) ，(a 和 ti 魏 0). 
其 中 (GD ， y(W) 在 [a, 葬 上 具有 一 阶 连 续 导 数 , 而 且 :一 时 对 应 于 A 点 , 1 二 B 时 对 应 于 B 
点 . 如 果 函 数 P(rx, y), Q(z, y) 在 L 上 连续 , 那么 第 二 型 曲线 积分 可 表达 为 定 积分 
| Per Wart Qe, ydy = [cee， DID 十 QI9CD ， HOD) de. 
特别 地 , 当 曲 线 工 的 方程 为 y 二 p(x) (a 三 x 二 5), 并 且 A, B 两 点 分 别 对 应 于 x 二 a, >z 一 0 
时 , 上 式 可 改写 为 
| Pe y)dz 十 QCz，y)dy = | {Etz, p(x) |+ QLzr, G7) (7) )dz. 
假设 曲线 工 的 参数 方程 为 
I=9(1), y=0(t), z=w(t), (a<t<p), 
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Xs 习题 解析 (下 ) 


而 且 当 t=a 时 对 应 于 A 点 , 1 二 B 时 对 应 于 B 点 , 如 果 P(x, y, z), Q(x, y, 2z) 及 R(x, y, z) 
在 L 上 都 连续 , 那么 第 二 型 曲线 积分 可 表达 为 定 积分 


Pes y, z)dr+ QC(r, y, z)dy+ R(r, y, x)dz 


Bp 
=| |[PCeo， WanD，w(D]w(GD 十 QLPGD HD, oI HREIGD, yD), ww CD dr 


3.5.2 习题 解答 


1. 计算 下 列 对 弧 长 的 曲线 积分 . 


(1) | 十 站 )ds, 其 中 工 为 x = acost, y= asint (0 区 了 )， 
(2) | 2， 其 中 工 为 抛物 线 y* 一 4z 在 点 (0, 0) 到 点 (1， 2) 的 弧 段 ; 


G3 bert as, 其 中 工 是 以 O(0, 0), A(1, 0), B(0, 1) 为 顶点 的 三 角形 围 成 ; 
工 


(0 下 Vr’ 十 yds, 其 中 工 为 圆周 x? 十 y? = ax. 


解 : (1) | (zx: 二 +y)ds = | Gareostt + atsintt) [lacost) J + [LCasint) J dt 
三 Le 。 adt 一 的 


G| xu=| 47。 TIT dr = | 2 + ( 记 ) = 


中 VITFzdz [$e | Dt] $4 (2V3—1). 
(3) 如 图 3. 5. 1 所 示 ,L 由 线段 AO、0OB、BA 组 成 .利用 积分 性 质 得 : 


中 (十 DG 二 etwdt|, etwas 二 | (+d 
L A0 OB BA 


线 股 7 的 参数 方 种 为 | ,0< xs1 由 一 由 ， 故 
y=0 


[e+ 三 J zar = 地 
DD 0 2 


线 且 0 的 参数 方程 为 | < 


~ 
人 一 于 


[ss 
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1 
+p | | ydy = 六 
古 0 2 


线 有 的 参数 方程 为 | ,0 之 z<1, di-VZar, 故 
y=1—zx 


[tds 二 ha 。V2dz = V2. 
BA 0 
从 而 中 cz 十 ds 二 去 十 证 +V3 一 1+VE. 


(4) 由 题 可 知 , 工 的 参数 方程 为 x 一 所 十 久 cost， y= Fsint, 则 有 


x/ 一 一 Fsint, y 一 cost, 有 是 0 和 EZ. 
故 有 中 VZ 二 yu-| (Ss t geost) (和 si) Vl sinz) (Sco) dr 
a’ 2 


cos | | eos Sd 2 


多 Jo 
2. 设 二 是 圆周 z: 十 光一 Re， 计算 1 = 人 Fs 
BL 
解 : 由 于 积分 曲线 工 关于 > 轴 对 称 , 被 积 函 数 f(x, y) 二 y' 是 关于 y 的 奇 函 数 , 所 以 
oa 一 0. 
L 


又 因为 L 是 圆周 x? 十 y = 二 R*, 所 以 也 具有 对 称 性 . 从 而 
2 四 淄 ~ 1 2 .| 2 1 2， 3 
中 dy 小 训 ye 上 deh aR 


所 以 T= 中 FW jd = 7R. 
上 


3. 设 工 是 由 圆周 x 十 y 二 a ,直线 y 一 及 zx 轴 在 第 一 象限 中 所 围 成 图 形 的 边界 , 计算 
TI 一 和 人 ds， 


解 : 如 图 3. 5. 2， 积 分 曲线 了 由 线段 DIE、 圆 弧 AB 和 线段 BO 组 成 , 于 是 


I= 中 Yet ds = | < ds +|a ev ty ds+ [se “7 ds. 
由 OA AB BDO 


型 一 到 
ELE | +: OR sy = se 
y=0 


"Xs 习题 解析 (下 ) 


[oo 


在 店 上 , 语 ,| ,0<t<TE, d 一 ad 

y= asint 4 8 
T= 2 

在 BO 上 ,BO ,0 之 xz 入 号 wo d= V2dr. 
O 省 里 


a i: A 
故 工 一 | edz 二 | ee 。 ad 十 | em .V2dzr = 2(@ 一 1) 十 开 cer . 
8 o o 4 图 3.5.2 


4. 设 L 为 糊 圆 半 十 革 一 1 ， 其 周 长 记 为 a， 求 和 2zy 十 3z 二 4y:)ds. 
解 : 工 关于 xz 轴 对 称 , 而 函数 2zy 是 变量 y 的 奇 函 数 , 所 以 由 对 称 性 可 知 


exy ds = 0， 


2 


从 而 zay 3x 二 +4y:)ds 和 sz 上 4y2 )ds 1 惠 ( 么 )d: 
L - L 


又 因 为 上 的 点 都 满足 于 十 和 一 1， 所 以 


1 邓 ( 守 + 等)as = ia = l2a, 


5 


故 zy 十 3zx? 十 4y*)ds = 12a . 
Cu 
5. 计算 下 列 对 坐标 的 曲线 积分 . 


Cn J zyart (y —x)dy, 其 中 了 为 抛物 线 y 二 xz 从 点 (0, 0) 到 点 (1, 1) 的 弧 段 ; 

(2) | twat ydy, 其 中 工 为 抛物 线 y = x 上 从 点 (一 1, 1) 到 点 (1, 1) 的 弧 段 ， 
UD J yet zdy, 其 中 工 为 x 一 acost，y 一 bsint 的 上 半 部 分 顺 时 针 方 向 ; 

人 | 十 Y%)dz 一 2zy?dy, 其 中 工 为 从 点 (0, 0) 到 点 (1, 2) 的 直线 段 . 


1 
解 : CD | zydz+c 一 ady =| > 。2ydy 十 (> 一 交 )dy 
0 


= Me 2 2 诗 中 “处 村 
= | te | 
1 
2 | Cr+wdrt(r—wdy= | [(z+z)+2r(r— zx)]dzr 
工 = 


1 1 
= 上 | (z+ 3z 一 27z3 ydz =6| i 
中 0 
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(3) 由 题 意 知 + 是 从 x 一 0, 则 


0 
| yzdz 十 zzdy 一 | [Osin’t(— asint) + a cos’t(beost) Jdt 
E 


| sim td 一 eb| cos’ tdt 
o o 


| 


一 oa — cos’t)d(cost)— ab] a — sin’t)d(sint) 
6 o 


3 eb | $cos't cost | ab| sint 2 sin1]， 3 和 ab 


0 


Eien 1 
CD | (xz: +y)dr—2ry’d y= (5z2 一 16z3 )d [ 尘 4z] 
和 3 o 8 


6. 计算 I | (zz 一 2xy)dz 十 (y 一 2xy)dy, 其 中 二 是 抛物 线 y = x* 上 从 点 (一 1, 1) 到 


点 (1,， 1) 的 一 段 弧 . 


和 二 
解 : 工 : | 网 当 z= 一 1 时 对 应 工 的 起 点 , 当 z==1 时 对 应 工 的 终点 , 于 是 
J 


| (x —2zry)dr+ (y: 一 2zy)dy 
E 


1 
| [C(x —27)+ (rz —27) .2rJdr 
一 ! 


中 (zz 一 424)d7 14 
0 15 


7 计算 和 "de 十 二 dy， 其 中 了 为 进 时 针 方 向 的 本 加 于 十 汞 一 1 


解 : 将 椭圆 的 方程 化 为 参数 方程 
X=acost, y=bsint(0<t<27). 


其 中 , 当 1==0 时 , 对 应 曲线 的 起 点 ; 当 1 一 2x 时 , 对 应 曲线 的 终点 . 


从 而 中 ?dz 十 zsdy 一 | ab2sin3t 十 azbcosst)dt 
o 
L 


=ab| (—bsin’t+acos’t) dt 


一 = 


尝 2a°6| coszd 各、 
0 


8. 计算 I =| 雪 二 经 十 (27 一 闻 jay 其 中 上 为 曲线 y=1 一 |1 一 z| 上 从 点 OC0, 0》 


经 过 点 A(1, 1) 到 点 B(2, 0) 的 有 向 折线 段 . 
101 
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解 : 积分 路 径 如 图 3. 5. 3 所 示 : 工 一 0 人 十 A 方 , 所 以 
TI 一 上 + 上 


线 懈 0 的 参数 方程 为 | ， 当 一 0 时 对 应 起 点 ， 当 一 1 时 对 


了 y 一 工 图 3. S. 3 
线 了 的 参数 方程 为 | ， 当 x 一 1 时 对 应 起 点 ， 当 x 一 2 时 对 应 终点 . 
y= 


1 2 
故 工 一 | 2zedz 十 | 2(2 一 z*dz 一 子 . 
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3.6 格林 公式 及 其 应 用 


3.6.1 知识 点 概况 


设 平面 闭 区 域 D( 单 、 复 连通 区 域 均 可 ) 是 由 分 段 光滑 曲线 二 所 围 成 ,函数 PCz，y)， 
Q(z, y) 在 上 具有 一 阶 连 续篇 导 数 , 则 有 
rart Qay = (Re)ardy 
成 立 ， 这 里 册 线 积分 是 按 正 向 取 的 
2. 平面 上 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 


设 函 数 PCz,y), Q(x, y) 在 单 连通 域 D 上 有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 在 D 内 曲线 积分 | .Par 


十 Qdy 与 路 径 无 关 ( 或 沿 着 D 内 任 一 闭合 的 曲线 积分 为 零 ) 的 充分 必要 条 件 是 等 式 
aQ_aPp 


dr ay 
在 DD 内 恒 成 立 . 
3， 全 微分 方程 
当 P(x, y), Q(z, y) 在 单 连通 域 G 内 具有 一 阶 连续 偏 导数 时 , 方程 P(x, y)dr 二 Q(z, y)dy 一 0 
成 为 全 微分 方程 的 充分 必要 条 件 是 


aQ_aP 
ar ay 


在 区 域 G 内 恒 成 立 , 且 当 此 条 件 满足 时 , 全 微分 方程 的 通 解 为 
u(x, »=|- PCz，y)dz 十 QCz，y)dy 一 C. 


其 中 ，z。， yo。 是 在 区 域 G 内 适当 选 定 的 点 Mo 的 坐标 . 
3.6.2 习题 解答 


1. 利用 格林 公式 计算 下 列 曲线 积分 . 
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ET 习题 解析 (下 ) 


CD xy?dz 一 环 ydy, 其 中 工 为 团 周 z* 十 y 一 a 的 正 向 边界 明 线 ， 

(2) Prydr +t ydy, 其 中 工 为 y* = 区 与 y 二 xz 所 围 成 的 正 向 边界 曲线 ; 

(3) | Cesiny 一 3Wdz 十 (ereosy 十 dy, 其 中 工 为 从 点 (0，0) 到 点 (0，2) 的 右 半 圆周 
工 十 yy 二 2y 的 正 向 边界 曲线 ; 

(中 zz 一 >+Ddz+(G5y 二 3z 一 9)dy， 其 中 工 为 三 顶点 分 别 为 (0, 0)，(3, 0), (3, 2) 
的 三 角形 正 向 边界 ， 

(5) yrdy—zydz, 其 中 二 是 以 A(1, 0), B(0, 1), C( 一 1, 0) 为 顶点 的 正 向 三 角形 ( 道 

E 


时 针 方向 为 正 ). 
解 : (1) 由 题 可 知 , P(x, y) 二 zy*，Q(x, y)= 二 一 x*y， 以 L 所 围 成 的 区 域 D: x 十 y 二 a? 


满足 格林 公式 的 条 件 , 则 有 
aQ@ 9aP 
-ydy— zx ydz dzdy (一 4zy)dzdy 
~ Jj(¥ gy) 中 


一 一 中 df (rsinbcosO)rdr 一 一 a (sinbcosO)d0 


4 
一 一 [sin:0Jf =0。 


(2) 由 题 可 知 , P(x, y) 二 x*y,， Q(x, y) 一 yw， 以 L 所 围 成 的 区 域 D: 0 过 x 过 1， yz 
满足 格林 公式 的 条 件 , 则 有 


de 网 [2 汪 )azdy ll& dd 
D 


L D 


3 和 
一 [车 - 评 于 一 友 : 
(3) 记 点 (0, 0) 为 A, 点 (0, 2) 为 B, 作 从 点 B 到 点 A 的 有 向 直线 段 BA, 与 荆 围 成 
半圆 域 D 满足 格林 公式 的 条 件 , 由 题 可 知 ，P(z，y) 一 ersiny 一 3y，Q(Cz，y) 一 ercosy 十 并 
则 有 


Lo 


第 3 章 “多 元 函数 积 


中 (ersiny 一 3y)dz 十 (ercosy 十 z)dy 
TB 


= 外 mw = 一 二 一 azdy 


eee, 1) 一 (ercosy 一 3)]dzdy 
pb 


EE 4X 3 x 1 = 2x. 
Dp 


因为 esiny —3drt (ecosy + 2)dy [eosydy Lsiny J sin2 ， 


所 以 | esns 3y)dz 十 (ercosy 十 zx)dy 一 2r 十 sin2 ， 


(4) 由 题 可 知 , 这 里 P(x, y) 二 2x 一 y 十 4, Q(x, y) 一 5y 十 3z 一 6, 由 格林 公式 可 知 


I Ea i 六 (2 y+ drdy 
D 


=4jdzdy =4x 去 x3x2 
也 


一 12. 
(5) 该 曲线 积分 满足 格林 公式 的 条 件 , 由 格林 公式 可 得 


和 dy- 22ydz = Te 十 妇 )dzdy . 
E D 
其 中 , D 为 以 A(1, 0), BC(0, 1), C( 一 1, 0) 为 顶点 的 三 角形 域 , 如 


i os ， 
1 和 
Te 六 六 = 中 dz| 三 下， C 


EE 0 4 


所 boy 一 “sd 把 二 i 
2. 证 明 下 列 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 并 计算 积分 值 . 
(1) | twtr— ydys 


(2) Dea zdrt+ydy, 
to Mr 


(Cx, 2) i 
(3) | ”Seqz 一 S95dy, 其 中 攻 不 经 过 zx 轴 . 
DD) 了 入 


解 ，(1) 由 题 可 知 , P(x， 3) 一 十 y。 Q(x, 3) 一 x 一 y 因为 旨 一 1 一旦， 则 积分 与 路 
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径 无 关 , 取 平 行 于 坐标 轴 的 折线 的 路 径 有 


[tndrt(— wdy =[ +tDdart| -wdy 
-tlre 
(2) 由 题 可 知 , P(x, y) 二 一，Q(z, y) 二 一 一 一 , 因为 除 原点 
A PO rg ge A 
3Q_ wy BE 
axr (zz 十 只 ) 计 ay” 
则 积分 与 路 径 无 关 , 取 平 行 于 坐标 轴 的 折线 的 路 径 有 
ge Zdz 十 ydy 二 | 下 ?dy 
io ME 二 天 小 6 VET 


(9 曾 遂 可 得， Pp y) 一 .me Q(tzs 用 一 一 2， 因为 过 一 sz -- 站， 出 视 冰 与 
8 x 9x bE 9y 


路 径 无 关 , 但 y 隆 0, 取 平 行 于 坐标 轴 的 折线 的 路 径 有 


Cx, 2) i Si a 于 2 Si x 
| coszdv sinz ly [ cosz qx | srdy [sinz | 1. 
ED) yy y 至 1 1 y 生 


3. 求 I | [esiny pz 十 y)]dz 十 (ercosy 一 az)dy, 其 中 a, 5 为 正常 数 , 工 为 从 点 


A(2a, 0) 沿 曲 线 y = V2az 一 到 点 0(0,0) 的 弧 . 
解 : 记 P(x, y)==e’siny 一 b(zx 十 y), Q(z, y) 二 ecosy 一 ax， 则 
aQ_aP_ 


i 


9r 9y 


添加 直线 段 OA, 则 工 十 OA 为 闭 曲线 (如 图 3. 6. 2 所 示 ), 于 是 


Ja- 
LOA OA 


2a 
Ne wdy [x 天 ji 
D 


一 Fe (6—a) +2ba?. 


4. 计算 曲线 积分 工 一 | 其 中 工 是 以 点 (1 ,0) 为 中 心 .R 为 半径 的 圆周 


(R 二 1) ,取道 时 针 方 向 . 
分 析 : 在 L 所 围 成 的 区 域 DD 内 的 点 (0, 0), 格林 公式 的 条 件 不 满足 . 此 时 可 以 做 一 条 简 
单 封闭 曲线 C 将 该 点 “ 挖 掉 ”关键 是 C 取 什么 样 的 曲线 ? (应 由 被 积 函 数 的 形状 决定 ). 


[os 
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解 : 令 P(xz, y) 


zs Q(z, y)= 


T 
4 有 4 十 六 


aQ 3aP y—4z’ 
ar ay (4z2 十 办)2 


令 C: 4z’ 十 二， 取道 时 针 方向 , 则 


xzdy— yd | zxdy— yd 中 甘 守 | i xdy— ydz 
| 4z2 十 妈 4r7 +y az 9y So 二 c dr 


1 EL 
一 寺 -y 十 zdy = 二 2azay = 
el es 


攻 计算 其 中 工 为 任意 一 条 不 通过 原点 的 简单 光滑 正 向 的 封闭 曲线 . 


(x YAO, 0). 


,除去 原点 O(0, 0) 以 外 


一 , Z  ， 12Q 4y: — zx aP 
解 : 设 P Ty Q x +4y 则 了 (zx:+4dy) ay 


一 切 点 ， 上 式 都 成 立 . 
@ 当 曲 线 工 的 内 部 不 含 原点 时 ， 


pi -ea Joes 0 


@ 当 曲 线 工 的 内 部 含 原点 时 , 可 在 工 的 内 部 做 一 个 充分 小 的 椭圆 C; 工 一 2acost，y 一 
asint, 从 1 二 0 到 1 二 2x. 利用 复 连通 域 上 的 格林 公式 , 有 


dy 一 yd 下 二 下 .中 .es 
位 二 > A wb YT Eu te 


6. 计算 中 一半 其 中 工 = ABCDA 是 以 Adl, 0), BG0, 1), C(— 1, 0)， 


D(0, 一 1) 为 顶点 的 正方 形 围 线 . 

分 析 : 在 了 所 围 成 的 区 域 也 内 的 点 (0，0), 格林 公式 的 条 件 不 满 
足 . 但 注意 到 了 上 任何 点 都 满足 | 工 | 十 |y| 王 1， 如 图 3. 6.3 所 示 , 所 
以 可 以 将 积分 曲线 的 方程 代入 被 积 函数 来 化 简 ( 计 算 曲线 ( 面 ) 积 分 时 ， 
都 可 以 利用 曲线 ( 面 ) 方 程 化 简 算式 )， 

解 : 由 于 工 的 方程 为 |z| 十 |y|=1, 所 以 


te 下 = 图 3.6.3 
一 中 一 ydz 十 zdy 王 ||2dzdy = 4. 
遍 | 诈 肖 划 


7. 设 曲 线 积分 | zy?dz 十 yp(z)dy 在 全 平面 上 与 路 径 无 关 , 其 中 p(x)( 一 = 二 + 二 呈 ) 具 
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Xs 习题 解析 (下 ) 


1.1) 
有 一 阶 连续 导数 , 且 pg(0) 二 0， 计算 | TY dr+t yp lr)dy. 
30 25, 得 2zy 一 yo (z)， 当 y 关 0 时 ， 9V(Cz) 一 2z， 


解 : P=zyY,，Q=y9p(Cz),， 由 条 件 知 二 


9(z) 二 十 C. 因为 9(0) 二 0, 所 以 q(x) 二 取 直 线段 0A: y 一 x+(0 志 x 过 1), 由 0O(0, 0) 到 


1 


A(l, 1). 
上 xz )dz 二 


GD 1 
| xyzdr 十 yp(Cz)dy | eed +Hyp lr)dy |e + 


0,0) 


8. 设 函 数 Q(x, y) 在 xOy 平面 上 具有 一 阶 连续 偏 导数 ， 曲线 积分 | 2zydz 十 Q(z， Wdy 


与 路 径 无 关 , 且 对 任意 1 恒 有 
人 " 2zydz 十 QCz，y)dy = 上 2zydz 十 QCz，y)dy. 
(0,0) (0, 0) 


求 QCz，y). 
解 : 由 明 线 积分 | 2zydz + Q(z， >y)dy 与 路 径 无 关 , 知 


R27, Q(x, y) 一 也 十 CCy)， 
1,1) 对 i 2 1 
| 2zydz 十 QCz，y)dy ws +CCly)Jdy= + conavy， 


C0.0) 
(1 人) YL 1 
| 2zydz 十 QCz，y)dy 有， 上 CCy)]dy 一 上 [cwa. 


00,0) 


由 题 设 知 妃 +| coody 二 (十 | cowdy. 


两 边 对 t 求 导 得 
2t=1+C(t), C(t)=2t—1, 


从 而 CCy) 一 27 一 1， 所 以 Q(z; 9)=2 十 29 一 1 
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3.7 曲面 积分 


3.7.1 知识 点 概况 


1. 对 面积 的 曲面 积分 
(1) 定义 ; 设 函 数 f(x,y, x) 在 曲面 上 有 定义 , 将 曲面 任意 分 成 4 块 子 曲 面 , 记 为 AS;(i 一 
1, 2,…，, nn)，, 同时 也 表示 第 i 块 子 曲 面 的 面积 ; 在 每 块 子 曲 面 上 任 取 一 点 (和 , %，&), 作 和 式 


Ds ms SYASY: 
i=1 


如 果 当 子 曲面 的 最 大 直径 ->0 时 , 上 述 和 式 的 极限 存在 , 则 称 此 极限 值 为 函数 f(x, y， <) 
在 曲面 上 对 面积 的 曲面 积分 , 也 称 为 第 一 类 曲面 积分 , 记 作 
由 ce. ge Im 3/ i 
其 中 ,f(x,y， 忆 称 为 被 积 函 数 ， f(z,，y，z)dS 称 为 被 积 表 达 式 , dS 称 为 曲面 的 面积 元 
素 , 5 称 为 积分 曲面 . 如 果 曲 面 是 封闭 的 , 则 曲面 积分 记 为 人 re， 2，x)dS ， 


(2) 计算 : 设 曲面 瑟 的 方程 为 > 一 *(z，?)(x 为 单 值 函 数 )， > 在 zOy 平面 上 的 投影 区 域 为 
D,,， 函数 * 一 *(z，y) 在 D,, 上 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 , 函数 f(x+，y, <) 在 曲面 上 连续 , 则 


We, y, z)dS = re, y» z(x,y) ] V1 二 zi 二 23 do. 
3 Dy 
2. 对 坐标 的 曲面 积分 
(1) 定义 ; 设 函 数 RCz，y, x) 定义 在 有 向 曲面 3 上. 把 曲面 任意 分 割 成 n 块 小 曲面 AS， 


(AS; 表示 第 i 张 小 曲 面 的 面积 ), AS; 在 xOy 平面 上 投影 为 AS;,, ($5, 7 5) 是 AS; 上 任 取 的 
一 点 . 如 果 当 各 小 块 曲面 的 直径 最 大 值 *>0 时 ， 


lim DR. 人 ASE 
存在 , 则 称 此 极限 为 函数 R(t+,y. <) 在 有 向 曲面 上 对 坐标 +，y 的 曲面 积分 , 记 作 


ec. y, z)drdy, 
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Xs 习题 解析 (下 ) 


即 下 ec 2 drdy = lim PRE, 1 SAS。 . 


其 中 ，R(z，y，z) 岂 做 被 积 函数 , 三 叫做 积分 曲面 . 
类 似 地 ,可 以 定义 函数 P(z, y, x) 在 有 向 曲面 上 对 坐标 y, = 的 曲面 积分 


Pe, 办 示 册 丰 二 lim >) PC&, Wh GDAS,.s 
函数 Q(x,，y，x) 在 有 向 曲面 上 对 坐标 x, zx 的 曲面 积分 
[ec y, ddr =— im > ace， NS 


以 上 三 个 曲面 积分 也 称 为 第 二 型 曲面 积分 . 
在 实际 应 用 中 , 经 常 将 上 面 定 义 的 三 个 积分 合并 起 来 用 , 因此 我 们 将 


es Sdyds + Qc y. Sdsdz + |fR Ce, y, adrdy 
称 为 组 合 脂 面积 分 ， 记 作 | 
le gp wee a i 
(2) 计算 ， 设 曲 面 三 是 由 方程 = 一 =(z， 3) 给 出 , 当 瑟 取 上 侧 时 , 则 曲面 的 法 向 量 n 与 x 轴 
正 向 的 来 角 不 大 于 子 (大 于 于 ), 于 是 , 曲面 的 面积 元 素 AS, 在 zOy 平面 的 投影 AS,。 为 正 ( 负 ) 


值 . 如 果 用 D,, 表 示 曲 面 3 在 xOy 平面 上 的 投影 区 域 . 那么 我 们 可 将 对 坐标 的 曲面 积分 化 成 
在 zOy 平面 上 区 域 D,, 的 二 重 积 分 来 计算 , 即 


lee, y» z)drdy =+ Rrz, y, z(x, y) Jdrdy. 
三 Dy 


3.7.2 习题 解答 


1 求 | v5T 训 一带 二 74S, 其 中 了 为 锥 面 = 一 V 严 十 部 介 于 = 一 0 及 = 一 1 之 间 的 部 分 . 


解 : 曲面 在 xOy 坐标 平面 上 的 投影 为 D。 : x 十 y 二 1. 


53: z= 


第 3 章 


开 


| 
Su 一， 一 nu 一 一 


V2 十 之 一 必 一 ddS 


a )* zy Vii+(z) +(z,) drdy 


2dzdy = 四 IE 
“区 一 2r. 


2. 求 用 zys 1ds, 3 为 曲面 = = 之 十 交 被 平面 < 一 1 市 下 的 部 分 


解 : 设 5 表示 5 在 第 一 卦 限 内 部 分 , 则 


由 si zyzdSs 一 4 下 zy(z22 十 风 ) Vi+4(r + y)drdy 


=- 让 ad rzcosbsinb-2 V1++4rrdr 一 下 V1 十 4dr 一 


3. 计算 | (= 二 2 十 二 as， 其 中 为 平面 二 十 立 十 三 一 
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125V5 一 1 


420 


1 在 第 一 卦 限 中 的 部 分 . 


解 : 5 写成 z= 二 4 一 2x $y, Zs Ws 9， 且 
Da: 0<y<3 一 过， 0<z<2, dS = VIT ETF drdy VSLdudy 
人 稚 二 ， ee: V6l, 3 V6l 
外 -2x 二 5»)dS J[t 29 37)+ (22 - 53) | 8 dzdy pk 
4 H 算 1 一 必 sdS, 其 中 二 为 上 半球 面 z 一 Vi 二 一. 
解 :5 在 xOy 面 上 的 投影 区 域 了 为 : zx 十 y 过 1. 
az gz) 1 
dS = i412) es) dzdy = -一 -一 -dzdy . 
ea zo—y)drdy ‘a rrdr 
5 来] 和 ,为 面 = VF 及 平面 < 一 1 和 < 一 2 所 用 成 的 立体 表面 的 外 全 ， 


解 : 设 卫 一 马 十 歹 十 屯 ， 其 中 马 : 
1 在 面 上 的 投影 分 别 为 
I<z+y 4 Ds: 


ls 


Di: z+y<4; D;: os 


z=2, 2+y C4 DD: z= r+, 1 过 xz 委 2， 


Xs 习题 解析 (下 ) 


edzdy edzdy edrdy edrdy 
加 后 加 TF 2 本 
r+y 时 二 只 时 WE 起 党 二 议 


EV ty dzdy ll edzdy 


ll ezdzdy ll 
5 Vz +y D, T+y 5 Vi +y 


-rr 二 四 -se 


6. 设 了 是 椭 球 面 三 十 各 十 与 1 的 外 侧 (a 二 0, 5>0, c 这 0), 求 


1 Tavas1 1 zg + Ldzdy. 
过 J z 


解 : 设 5,, 5 是 5 的 上 半 椭 球面 的 上 侧 和 下 半 椭 球面 的 下 侧 , 3, ,5 在 xOy 面 的 投影 为 


2 dzdy 
并 a 
ht a" i 


同 理 得 由 1dydz = 4， 和 Vasdr 4, 所 以 7 drabe (上 + 去 二 十). 
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3.8 高 斯 公式 与 斯 托 克 斯 公式 


3.8.1 知识 点 概况 


1. 高 斯 公式 
设 空间 区 域 2 由 分 片 光 滑 的 闭 曲面 3 所 围 成 , 函数 P(x, y, xz), Q(x, y, 2), R(x, y, <) 
在 Q 上 具有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 有 公式 


aP ,9Q ,oR | 
jj( 宪 + 名 + 于 )av= hpayas + Qdzdz + idly 
n 3 


其 中 ， 曲 面积 分 取 在 闭 曲 面 瑟 的 外 侧 . 

2. 斯 托 克 斯 公式 

设 工 为 分 段 光滑 的 空间 有 向 闭 曲 线 , 5 是 以 L 为 边界 的 分 片 光 滑 的 有 向 曲面 , 志 的 正 向 与 
上 5 的 侧 符合 右手 规则 , 函数 P(r, y, =), Q(z, yx)，R(x,y,z) 在 曲面 (连同 边界 L) 上 具 
有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 有 


aR _ 2Q) yg 4 (AP OR) gq (2Q_ aP Yqy _ fpard Re 
I )avas+ ( )d=dz+( jdzdy ju Ody 二 


Ay ax 9z Bk oar 9y 


晤 


3.8.2 习题 解答 


1. 利用 高 斯 公式 求 下 列 曲面 积分 . 


Ci》 淮 he 十 六 十 六 )dydz, 其 中 瑟 是 球面 x 十 十 > = 二 a 内侧; 


解 : he 十 六 十 习 )dydz 一 asayas = «hayas 


由 高 斯 公式 得 : 


原 式 三 姨 i 0dzdydz = 0. 


Hy ta 


x2) 求 (hsdrdy + ydsdr + zdydz, 其 中 三 是 球面 x 十 十 忆 = 二 a? 外 侧 ; 


aP_aQ aR 
gr 9y dz 


解 : 由 已 知 得 P=zx, Q=y, R=z, 则 
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ET 习题 解析 (下 ) 


由 高 斯 公式 得 : 


aP 9 aR [i 人 
原 式 = i (二 村 了 2+ 可 jdzdydz 一 3 各 drdydz 一 3。 可 re = 


zt a ca 


《3 求 |2a=*ayd=+y(e 上 +Ddsdz 二 9 一 =)dzdy， 其 中 卫 是 曲面 z = 二 并 十 十 1(1 过 
< 魏 2) 的 下 侧 ; 
六 二 
解 : 补充 :| 取 上 侧 
Zyl 


2rdyas + yc 十 1)dzdzr 十 (9 一 <2)drdy 


-| 和 一 人 >e=adz 于 碱 巡 二 动 Be 干 何 二 汪 dadn 


1 


Te Te 2 )dzdy rc Ddz—x 
1 
n 


xy 


(4) 求 I 2 ayas 二 2ydzdz 十 3( 对 一 1)dzdy, 其 中 5 是 曲面 z ==1 一 x: 一 y (zx 宇 0) 
的 上 侧 ; 
解 : 取 5 为 xzOy 平 面 上 圆 x 十 y 过 1 的 下 侧 , 记 0 为 由 5 与 351 围 成 的 空间 闭 区 域 . 


ee 2rdyas -wd a — idy 2a ayds + 2 dzde + 3 — Ddrdy. 
Ere EF 


由 高 斯 公式 知 : 


I tardyds +H2ydzdr+3(z:—1)drdy 
所 


2 1 1 
ec -六 十 z)dzrdydz 一 o| dl dr| (zr)rdz 
n 


1 
12«| .| 去" 产 )2 十 产 (1 7 ar 2 
ol2 


||2xdyds + 2y°dedz + 3 1)dzdy 和 (一 3)dzdy = 3r， 
E pt 


因此 J 了 = 2r 一 3r = 一 x 


(5) 求 烛 =dvdz 十 ydrdz 十 dzdy, 为 球面 (z Qa 十 (y 一 0 十 (z 一 c= 二 R 的 外 侧 . 
解 : 记 Q: (zx 一 qa) 十 (y 一 0)? 十 (z 一 c)* 壹 R?, 利用 高 斯 公式 , 有 


原 式 一 2 et yt) drdyds 站 
a 


第 3 章 ”多 元 函数 积分 法 
由 重心 坐标 (xz, y, z) 二 (a, b,c) 得 


原 式 一 2Ca + 6 +0 drdyds = Sr(atbtoOR. 
n 


2 利用 斯 托 克 斯 公式 计算 了 一 中 一 ==)dz 上 (2 一刀 )dy 十 (3z2 一 六 )ds, 其 中 是 
平面 zx 十 y 十 = 一 2 与 柱 面 |z| 十 |y|= 1 的 交 线 , 从 x 轴 正 向 看 ,上 为 逆 时 针 方向 。 

解 : 记 S 为 平面 + 十 y 十 < 二 2 上 工 所 围 成 部 分 的 上 侧 , D 为 S 在 zxOy 坐标 平面 上 的 投影 ， 
如 图 3. 8. 1 所 示 ， 由 斯 托 克 斯 公式 得 


I 下 2y 一 4z)dydz 十 (一 2z 一 6z)dzdz 十 (一 27z 一 2y)dzdy 
al 
一 一 天 || (4x 十 2y 十 3z)dS 
人 
= 一 下 全 一 >+6)dzdy 


D 
一 一 1 dav 一 一 24 . 
了 


= 于 生 二 到 二 (zy) drdy a V3dzdy) 
3. 设 /(w) 具 有 连续 导 函 数 , 计算 曲面 积分 


1= hayas+ [HT/ (¥)+y dsdzi 


5 


其 中 5 为 x 二 0 的 锥 面 xz 二 六 十 x 与 球面 x 十 yy 十 xz: 一 1， x 十 十 xz* 二 4 所 围 成 立体 表面 的 
外 侧 . 


解 : P=x’,Q 


aP_s12, 9Q bf (2) :, oR 7 (Y) + 


ar dy 2 
由 高 斯 公式 得 


和 | 二 dy 二 3| do| dp| “sinedr = (VD. 
0 0 1 
n 
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ET 习题 解析 (下 ) 


1. 选择 题 
(1) 设 积 分 区 域 DD 是 由 |z|==1, |y|=1 所 围 成 , 则 下 列 不 等 式 正确 的 是 ( 流 
wets 0 BD do>0 
Offs -D>0 CD) | 一 = 一 >) de>o 
Ee 也 


(2) 设 积 分 区 域 D 是 由 xz 轴 , y 轴 , x+ 二 1, > 一 2 所 围 成 , 则 ||zydc 一 人 


b 


(A) 4 (B)2 GE {DD 一 1 


(3) 二 次 积分 re y)dy 等 于 (  )， 

(A) 全 sf er, Wdr (B) as] re， Wdr 
人 1 一 》 1 1 

co | dy| fz, Wdzx (D) | dy| flx, ydr 


(CD 设 积分 区 域 D 是 由 性 十 六 一 (a>>0) 及 y>0 所 半 成 , 则 二 重 积分 | (ze 十 yydzdy 可 以 
D 


表示 为 ( 站 
(A) J ao) gap (B) [rao pap 
(CO) [af gap (D) [wf sae 
本 了 


解 : (DA (2)C (3)C (4)B 
2 计算 ||zydzdy, 其 中 忆 是 由 曲线 xy 一 1， z 十 y 一 志 所 用 区 域 ， 
解 : 积分 区 域 如 图 3. 9.1 所 示 。 
2 Er 
下 dd = J zdy 
有 
[ma 


165 
一 1 一 ]n2 . 图 3.9.1 
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3. 计算 中 马 由 x 十 y 一 2az( 二 0) 与 工 轴 轩 成 上 半圆 区 域 . 


解 : D 在 极 坐标 系 中 0 委 9 雯 子 ， 0 过 7 过 2acos9， 如 


图 3. 9. 2 所 示 . 
坚 [2acos) =2 0 
小 drdy 一 下 dg rsing 。rdr -i 
o Jo 
了 
二 二 3 i > 
3Jo - 2a x 


一 于 | cos’ bsin0d0 


4. 求 二 重 积分 ||y[1 十 zxez“* ]dzdy 的 值 ， 其 中 忆 是 由 直线 y 二 x, y 一 一 1 及 x 一 1 肝 
成 的 平面 区 域 


解 : 平面 区 域 D 可 表示 为 : 是 


则 工 = 小 十 ze ty " ]dzdy -ect oer 二 )dzdy . 
也 D 


1 1 1 
其 中 ， aray = [| dz -| ,2(1—%) dy = 3 . 
BD ” 六 


yee, = J al zed s+) dz = EE [etor+ 3 ey 和 | dy 
一 0 (被 积 函数 是 y 的 奇 函 数 )， 


4 T 一 一人 2 
所 以 I= 一 3 


5. 计算 llxy*x*dzxdydz,， 其 中 0 是 由 曲面 z = zy,y 一 z, 一 1, zz 一 0 所 围 的 区 域 . 


1 x ry 
解 : zxy:x*dzxdydz 一 | dz| dy| yzz3dz 
o Jo Jo 
n 


364° 


6. 计算 由 TY Ts zdzdydz, 其 中 Q 是 由 曲面 十 六 十 2 一 < 所 围 的 区 域 . 
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Xs 习题 解析 (下 ) 


解 : 用 球 坐标 (9 的 球 坐 标 方程 p? 二 pcos9 化 简 为 p 二 cos0)， 


0 


"2 元 至 cosg 
下 Nn Ep = [| de dg Raingdw。 
n 


工 一 acosi, 


7 求 | ed 站 和 是 | (a > 0) 所 表示 的 曲线 上 相应 于 他 /过 


y = asint, 


解 : ds 二 Va’ sin’t+a cos’tdt 二 adi，, 


2 


故 原 式 = | 


la 区 


了 
«ACOst eaQdi 一 Qe 一 0. 
3 


8. 计算 =||='as, 其 中 三 为 上 半球 面 * = Vi 二 一. 


解 :三 在 zOy 面 上 的 投影 区 域 为 D: x 十 y 过 1. 


= /了 (六 ) | (PE) dzdy 有 


2 
3 


2 1 
1 ja = ao a rrdr 一 到 
也 


9. 设 函 数 p(y) 具 有 连续 导数 , 在 围绕 原点 的 任意 分 段 光滑 简单 闭 曲线 工 上 , 曲线 积分 


鱼 2 和 二 2 dh 的 值 恒 为 同一 常数 。 
L 


2z2 +4 


(1) 证 明 : 对 右 半 平面 xz 二 0 内 的 任意 分 段 光滑 简单 闭 曲 线 L， 有 


2(7)dz 十 2zydy _ ' 
2 十 vy BS 


(2) 求 函数 p(y) 的 表达 式 . 

(1) 证 明 : 如 图 3.9.3 所 示 , 设 世 是 半 平 面 z 之 0 内 的 任 一 
分 段 光滑 简单 闭 曲 线 , 在 L 上 任意 取 定 两 点 M,N, 作 围 绕 原点 
的 闭 曲线 MQNRM, 同时 得 到 另 一 围绕 原点 的 闭 曲 线 MQNPM. 


根据 题 设 可 知 
中 2Cy)dz 十 2zydy 中 2(y)dr 十 2zydy 0 和 二 
2z 二 yt 27: 二 yt - 0 
MQNRM MQNPM 
根据 第 二 类 曲线 积分 的 性 质 , 利用 上 式 可 得 Pe 


的 一 段 弧 . 


多 元 函数 积 


P+ 2zydy 
2z2 十 六 


[a 2p(Cy)dz 十 2 [= 2(y)dzr 十 2zydy 
十 2 和 4 
NRM 2z 二 yt MPN bi 
[a 9p(Cy)dz 十 2zydy = 92(y)dz 十 2zydy 
NRM 27 二 yt NPM 27 十 六 
2(Cy)dz 十 2zydy 2(Cy)dz 十 2zydy 
2 好 十 水 27: + yt 
MQNRM MANPM 
= 0, 


__P(y) -2xy 
(2) 解 : 设 P a Q 22 + 


P,Q 在 单 连 通 区 域 >0 内 具有 一 阶 连 续 偏 导数 . 


由 (1) 知 ， 曲 线 积分 |， 3 二 YY 在 该 区 域 与 路 径 无 关 , 故 当 > 0 时 ， 总 有 5 一 


aP 

gy. 
9Q_2y(27°+y)—1r* 2ry_ 一 4z2y 十 2 六 oO 
ar (27’:+y: ): (27:+y): 
aP_ 9 (Wry ) dp Wy 2r9 (yt yy 一 42(Cy)2 g@ 
9y (2zx’ +y:) Va 
比较 @ 、 四 两 式 的 右 端 , 得 
下 @ 
p(y)y'—49p(y)y’ 一 25. @ 


由 @ 得 p(y)= 一 yy 十 c, 将 gp(y) 代 入 @ 得 2y5 一 4cy’ 二 2y’， 
所 以 c=0, 从 而 p(y) 王 一 六 


10. 设 为 椭 球 面 本 十 委 十 =* 一 1 的 上 半 部 分 , 点 P(x, yz)E3, 卫 为 在 点 P 处 的 切 


平面 , oz， y， <) 为 原点 到 研 的 中 高 , 求 | 0 二 7S 


解 : 先 求 出 p(x, y,， x), 设 (X,Y, Z) 为 I 了 上任 一 点 , 则 匡 的 方程 为 


ZX(X—Zz)+y(Y—y)+2z(Z—z)=0, 即 洱 于 二 Ya 1 一 0. 
|0 十 0o 十 0 一 1 | 

3 I - 训 
工 下 
加 

由 三 的 方程 x= 1 一 (所 + 区 ), 于 是 


Xs 习题 解析 (下 ) 


dS a) EY = 
(过 | (5s) 冯 让 全 + 可 [2 
这 | pea7S 一 二 一 a 


区 域 D: 十 y* 过 (V3)”， 所 以 


‘ 1 [aof 2 3 
原 式 一 4 db| (4—r)rdr = 7. 


无 穷 级 数 是 微 积 分 的 一 个 重要 内 容 , 是 表示 函数 、 研 究 函 数 的 性 质 、 进 行 数值 计算 以 及 
求解 微分 方程 的 一 种 数学 工具 , 它 不 仅 对 数学 , 而 且 对 物理 学 、 力 学 、 生 物 学 、 经 济 学 等 学 科 
的 发 展 都 有 重大 的 影响 . 无 穷 级 数 的 内 容 包括 常数 项 级 数 和 函数 项 级 数 . 本 章 首 先 介 绍 常数 
项 级 数 的 概念 与 性 质 , 然后 讨论 函数 项 级 数 中 的 寡 级 数 和 传 里 叶 级 数 的 相关 内 容 . 


4.1 常数 项 级 数 的 概念 和 性 质 


4.1.1 知识 点 概况 


1. 常数 项 级 数 
(1) 概念 : 设 有 数列 {a, ) : al，as，…，a,，…， 将 该 数列 的 各 项 依次 用 加 号 连接 所 成 的 表 


达 式 a 十 Qs 十 … 十 a 十 … 称 为 常数 项 无 穷 级 数 , 简称 常数 项 级 数 或 级 数 , 记 作 >)a,， 即 


a = 
其 中 , a, 称 为 级 数 > ya 的 通 项 或 一 般 项 . 


(2) 收敛 : 若 部 分 和 数列 {% } 有 极限 s, 即 lims, 一 s， 则 称 级 数 > ao 收敛 . 
2. 收敛 级 数 的 基本 性 质 


性 质 1 车 级 数 》)a, 收敛 于 和 s*，, 则 级 数 > ha, 也 收敛 , 其 和 为 如 , 其 中 4AE R. 


性 质 2 车 级 数 Ya, 与 56, 都 收敛 ,其 和 分 别 为 和 ao, 则 级 数 > Ca 十 六) 也 收 全 ,其 


Xs 习题 解析 (下 ) 


和 为 s 士 o. 
性 质 3 在 级 数 yi, 前 去 掉 、 加 上 或 改变 有 限 项 后 得 到 的 级 数 6， 敛 散 性 不 变 . 
性 质 4 若 级 数 > ua, 收敛 ， 则 对 该 级 数 任意 加 括号 后 所 形成 的 级 数 


= 二 十) 十 aan 十 十 Qa ) 十 避 十 Cai 十 十 @) 十 … 仍 收 化 . 


n=1 


推论 ”车 级 数 》)a, 任意 加 括号 后 所 形成 的 级 数 2 发 散 , 则 原 级 数 2 也 发 散 . 


n=1 


3. 级 数 收敛 的 条 件 


柯 西 收敛 原理 ”级 数 》)a, 收 伊人 Vs 二 0,3NEN,V>N VDPEN ,都 有 | an 


n= 


十 artz 十 … 十 ar | 二 e 成 立 . 
4.1.2 习题 解答 


1. 写 出 下 列 级 数 的 通 项 ， 


| 
(1)1 过 十 下 8 十 ; 


解 : 一 (一 Da (n=1, 2, *). 
i 时 
(2)F+5+I0t17t* ; 


a n 一 Pr 
解 : =? (n=]1, 2, vk 


EM 
10。1 


1 工 司 
(3) 和 7 10 


1。4 4。 


7 十 - Ti 


n—l 


并 = 二 i 
解 : ww Cn oanti)’ Ls Zs = 


22 2 2 
《422 一 2 一 


解 : WE (n=1, 2, …). 
nl 


2. 设 级 数 了)w 的 部 分 和 S, 一 二， 试 写 出 此 级 数 ， 并 求 其 和 


解 : 由 ,= S, 一 S,_i 


[22 


3 3 
= ye 
aa "2) 而 由 一 S， 了 二 下 5 得 


Fin = > 1) 


一 3 ， 所 以 级 数 2)w。 收敛 , 且 > ww = 3. 


3. 判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 . 车 级 数 收敛 求 其 和 . 


(1) 0.001+ V0.001+ V0. 00T 十 … 十 V0.001T 十 …; 


解 : 因为 limw, 一 lim (7055) 一 1 径 0, 所 以 级 数 发 散 。 


(2) 4 年 + 入 一 Dm 和 二 
寺 
解 : 公 比 g= 一 村 ,|4| 一 -和 
1 十 可 
十 注意， 
(二 和 二 种 二 
1 要 要 2n—1 站 2 一 1 y 
解 : 5 | 之 2 * 因为 limw = lim DR 二 1 天 0， 所 以 级 数 
(4) 雪 十 卫 十 袜 十 各 十 …， 
让 加 
解 : 了 Br i 因为 limw 二 一 1 尖 0, 所 以 级 数 发 散 , 
1 症 放 ， 
(5) ( 志 + rm 
时 LR Li 
解 : (二 + 也)+ (于 )+ (于 十 于 用 2(z) + (a) 
1 
2 1 1 区 
双 亏 ) , 公 比 4 一 也 一 一 1. 
4H 于 2 人 (了 公 比 4 一 也 -I 
2 
青 
二 首 他 | 本 1 
双 云 ) . 公 比 g 一 过 二 区. 
ey 公 比 ga 一 本 I 3 


ET 习题 解析 (下 ) 


4.2 常数 项 级 数 的 审 剑 法 


4.2.1 知识 点 概况 

1. 正 项 级 数 的 定义 

若 级 数 2 的 各 项 都 是 非 负 的 , 即 w 三 0(n 二 1, 2, …)， 则 称 27 为 正 项 级 数 . 

2， 正 项 级 数 收敛 的 基本 定理 

正 项 级 数 2 收敛 全 它 的 部 分 和 数列 {s,} 有 界 . 

3. 正 项 级 数 的 审 敛 法 

(1) 比较 审 敛 法 : 对 正 项 级 数 3 和 之 名， 3NENr，Vn 志 N, 有 由 和 好 ,其 中 4 是 
正常 数 . 

O 若 级 数 6 收敛 , 则 级 数 2 必 收 敛 ; 

© 车 级 数 2a 发 散 ， 则 级 数 6 必 发 散 . 

(比较 审 敛 法 的 极限 形式 ) ” 设 正 项 级 数 2 和 2 bb 二 0) 满足 

lim 多 一 100 过 /过 co). 

@ 若 0 二 1<+%， 则 和 6， 与 2 敛 散 性 相同 ; 

国 车 4 = 且 26, 收敛 ， 则 2 收敛 ; 

@ 若 ! = 十 co， 2b 发 散 ， 则 >a 发 散 . 


(2) 比值 审 敛 法 : 设 正 项 级 数 》)a,la, > 0) 满足 lim + 一 0 


第 4 章 无 穷 级 数 


@ 着 5 一 1, 则 加 a, 收 全; 

回 着 p> 1 或 p= 十 = 则 半 o, 发 散 ， 

四 车 p 一 1 则 总 a 系 散 性 待定 ， 

(3) 根 什 审 笋 法 : 设 正 项 级 数 2)o, 满足 lm Ya 一 
四 若 p 一 1 则 加 a 收 全， 

@ 若 p 之 1 或 p= 十 co， 则 a 发散; 


四 若 p 一 1, 则 Da, 敛 散 性 待定 . 
4 交错 级 数 及 审 化 法 


(1) 定义 : 称 各 项 正 负 交 错 的 级 数 为 交错 级 数 , 记 作 > (一 Dow 或 > (一 Dra(a 二 0)， 


(2) 审 敛 法 ( 莱 布 尼 茨 判别 法 ) : 若 交错 级 数 > (一 1)"'a, 满足 条 件 
(1 
© lima, = 0. 


则 如 (一 Da, 收 伊 , 是 其 和 二 w, 余 项 满足 |5 | 过 aw 
5、 任 意 项 级 数 


(1) 定义 : 若 级 数 > ya 中 各 项 为 任意 实数 . 则 称 > yo 为 任意 项 级 数 . 


(2) 绝对 收 全 条 件 收 敏 : 若 任意 项 级 数 ,各 项 取 绝对 值 后 形成 的 级 数 | a，| 收敛， 
则 称 级 数 a, 绝对 收敛 ， 若 级 数 > | a | 发 散 , 但 >a 条件 收 化 , 则 称 4a 条 件 收 合 

(3) 审 全 法: 若 级 数 > ;au 绝对 收 分 ， 即 > | a。 | 收敛, 则 级 数 > )o, 必定 收 伍 ， 
4.2.2 习题 解答 


1. 用 比较 审 敛 法 判定 下 列 级 数 的 敛 散 性 . 
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ET 习题 解析 (下 ) 


和 1 1 
(1) 1 中 志和 十 年 于 ; 


2 
解 ; 壤 二 二 一 I 
1 
5 . 2n—1 加 n 1 3 
ur 
n 了 2 
和 C 1 
因为 >) 元 发散, 由 比较 审 敛 法 ， 2 区 一 发散. 
n=1 n=1 
L | 1 | | 1 l | 。。 1 1 | 
0 +l 
.时 
解 : w 二 二 二 了 
2 2 
im 人 lim Im = 1€ (0, +0°) 
7112 nn 


因为 > 点 收 剑 ， 由 比较 审 笋 法 ，> -二 收 伍 ， 


人 2 
B"H 3.5.7。…。(270 二 1 
pi cE. 2 ps 
i (5) 


因为 (所) 收敛 ,由 比较 审 全 法， 原 级 数 收 全 ， 


E i 
9 2 ln(z 十 1) 


有 1 
解 : 呈 一 re 
| 
Un ;ln(n+ 1) n 。 ; i 
吉 工 归 工 “ 固 醒 45 是 一 二 
n n 外 


因为 > 二 发散 ,由 比较 审 合 法 ，》) TC; 发 散 、 


2 上 
(5) T+ 


1 Su 6 
[26 


2 


4 
ee 


2 
解 : 1 一 0 一]) 
SP 
; Un : (2n—1)°。 3" . 1 
lim 人 lim (37 lim 2n—1 be 
(5 3 


因为 > (号 】 收 策 , 由 比较 审 仇 法 ， 原 级 数 收 全 


(6) 2 


解 : (友和 7) < (至 )， 


(2) 


因为 站 (去) 收复, 由 比较 审 仇 法 ， 原 级 数 收敛 . 


n=1 


1 
(7) 3 
加 5 W 了 1 
解 : u, 一 
7 V7 十 1 
1 
tin = le et ie 1 € (0, 十 co) 
mm 亚 2 
nn n¥ 


1 


工 收 伍 ， . 
因为 2 二 收敛 , 由 比较 审 敛 法 7 万 生 收 旬 
(8) > in 人 (1 二 二)， 
解 : zx = nfl+ 寺 ) 
本 mn 人 (1 十 革 2 
er lim 工 到 im 工 1E (0, 十 ce). 
n n n 


因为 > 二 发散， 由 比较 审 仇 法 ，> "In(1 十 寺 ) 发 散 


1 
本 1 
nl 


天 
解 : uw EE 
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Xs 习题 解析 (下 ) 


元 = 1 
Un (n+ 1)™ .“ i i ee 
Dr i 下 lim G1 lim (#7) = kp 
nn n 
因为 沁 去 收敛 , 由 比较 审 敛 法 ， > 村 全 此 笋 ， 
2. 用 比值 审 敛 法 判定 下 列 各 级 数 的 敛 散 性 . 
1 调 本 : 避 呈 -和 
DD tm tot 
解 : ww = 2 于， 
27 十 1 
，。 确 同 Ai “ 束 有 :i 二 1 罗 1 1 2n+1_1 
i 
i 
原 级 数 收敛 . 
和 下， 
(二 二 十 天 十 于 
解 : ww 一 
7 
= 
人 wp 
四 让 = 是 工 Jin Ti= < 
2 
原 级 数 收敛 . 
Sy 3 (272 十 1)! 
4 
解 : 如一 7 两 十 DT， 
Eg . (2n 十 3)1! . (2n 十 1)1! 2 1 
ne I on a 
n+ D1! 
原 级 数 收敛 . 


1 
(4) 2D) TD 
2 Gn— DD 


1 
22 (2n— 1)” 


[28 


和 
,Mi i BR 
i 1 ln ty 4 em < 
2 (07 — I) 
原 级 数 收敛 . 
22 2 24 
(5) To00 + 3000 + 3000 + 4000 + *; 
= 2" 
解 : ww 一 10007， 
2"+1 
:2 : 1000(n 十 1) 。 tt .1000n > 1000n 
本 2 lim T0000m FD 2 2 
1000n 
5 ,5 ,5 
C1 和 
| 
a = 
nl 
gr 
EE . (nn 二 +1)1! 名 nl nl 
由 
nl 
原 级 数 收敛 . 
Cl 
D 2 tr: 
i 
” 
(2 十 1)! 
,Unt . (2n 二 +2)! (十 1)! (2n)! 7 十 1 
二 区 和 多 
(2n)!1 
原 级 数 收 敛 . 
2 2 24 
人 
三 二 本 
解 : 一 二)” 
Zn"t1 
:Untl a Bn 。 (2 十 1) 本 nn 
= 2 I 四 2 
nn+1) 
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Xs 习题 解析 (下 ) 


[ao 


原 级 数 发 散 . 
(9) 2sin 亚 . 


> 生 
: Un = 2"sin 2» 
解 : x sin 3 


2 sin 3 了 
lim eH = lim a 2 ln 2 lim 一 3 Ea 
me Un rr 2nsin Te me om 
3 3 
原 级 数 收敛 . 


3. 判定 下 列 交错 级 数 的 敛 散 性 . 


1 1 | 
网 Mh er 
V2 V3 V4 
Ll L 
解 : w= 一 ;wn = 一 一 一 
Vn | 


加 之 ur 且 limw, = lim 二 = 0, 由 交错 级 数 的 莱 布 尼 区 判别 法 知 级 数 收敛 


n 


1 
nl Cw LY 


> ur 且 limw = lim 证 二 0, 由 交错 级 数 的 莱 布 尼 获 判别 法 知 级 数 收敛 


2 3 4 
(3) 1 一 了 十 本 一 了 了 十 
四 
解 : 一 
Pe 
lim( LY, lim( 1) | 人 


由 级 数 收敛 的 必要 条 件 知 级 数 发 散 . 
4. 判定 下 列 级 数 哪些 是 绝对 收敛 , 哪些 是 条 件 收敛 ? 


ii 入” 半 
4 


y 二 S | 玫 1 
解 : 将 级 数 的 每 一 项 添加 绝对 值 后 ， 3 CD gy |= 2 m7 是 正 项 级 数 . 


由 比值 审 仇 法: lim 各 一 lim 2 十 1 一 lim 2 一 1 一 1, 比值 审 敛 法 失效 , 改 用 比 
neroo Un pee ”mo (27 十 1) 
(2n— 1)’ 
较 审 敛 法 
1 

Es . (2n— 1)’ n 1 
i Me we 

和 ne 


因为 站 收敛 , 由 比较 审 敛 法 ， 2 


Tan 一 1 收敛 ,所 以 原 级 数 绝对 收敛 . 


i 1 和 
i am 
解 : 将 级 数 的 每 一 项 添加 绝对 值 后 ，》) | 2 二 = >) 二 是 正 项 级 数 . 
由 比值 审 敛 法， 

= 
| ,， (7 十 1)。2" 人 n 1 
= 1 eo i 
7 2" 

所 以 ， 原 级 数 绝对 收敛 . 

n=1 

i a 

( 2 ln(z 十 1)” 

i (DD™ 1 , 
解 : 将 级 数 的 每 一 项 添加 绝对 值 后 ， | | 一 ic 二 是 正 项 级 数 
由 比较 审 敛 法 ， 

二 

lim 全 lim = lim Te 一 lim } lim(n+ DD) = = 

n n | 


cq ， 1 
因为 2 元 发 散 ， 所 以 > me 于 5 发散， 


_ 1 
原 级 数 w 一 到 二)? + 一 [nn 二 2 
于 有 limu, 一 = lim iy 


bp (一 1) 一 ! 
lnaCz 十 1) 


0,， 由 交错 级 数 的 莱 布 尼 茨 判别 法 知 级 数 


收 合 , 所 以 原 级 数 是 条 件 收敛 . 


ET 习题 解析 (下 ) 


sinm 
ba 3 nt+ Ds 


ss | sinna [sinna| 
解 : 将 级 数 的 每 一 项 添加 绝对 值 后 ， 2 ma |= 2 Ce 是 正 项 级 数 . 
sinna | 1 
因为 (于 17 < 页 二 Ta， 
ES 
了 (7 十 1): 日 nn a 
A 0 
nn nw 
习 洛 z 收 合 , 由 比较 审 敛 法 ， Dt 收敛 ， 
所 以 [ae 收缴 ， 原 级 数 绝对 收敛 
i 
ey os WW 


解 : 将 级 数 的 每 一 项 添加 绝对 值 后 成 为 级 数 : > (去 十 是 正 项 级 数 ， 


i0") "是 


因为 总 去， 总 吉 收 化 ,所 以 如 (去 一 这 ) 收 策 , 所 以 原 级 数 绝对 收 全 


1 9 25 49 81 11 1 su (2n+ 1)? 
(Ft4 8 16t32t64 ti 2 
解 : 将 级 数 的 每 一 项 添加 绝对 值 后 ， 

1 wp (2n+1)| 1 (2n 十 1) 
+ + 人 
是 正 项 级 数 ， 
由 比值 审 敛 法 ， 
C2n + 3)? 
S| F 1 (2n 十 3): | 
i 


Qn 


所 以 二 二 2 二 收敛 , 所 以 原 级 数 绝对 收敛 . 
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4.3 ” 窜 级 数 


4.3.1 知识 点 概况 


1. 函数 项 级 数 
设 {a, (x)) 是 定义 在 区 间 D 上 的 函数 列 , 将 {a, (x)} 中 各 项 依次 用 加 号 连接 起 来 , 称 表达 式 
al(Xx) 十 az(x) 十 … 十 ao(Xx) 十 … 


为 函数 项 无 穷 级 数 , 简称 函数 项 级 数 , 记 作 >)a,(x)， 其 中 a,(x) 称 为 它 的 通 项 , 前 n 项 和 
shy) = Tie 称 为 它 的 部 分 和 . 


2， 宕 级 数 形式 
一 般 形式 为 


av(z Fr Qo 十 a (ZX 一 X00) 十 as(X 一 Xo 十 十 a (xX 一 X0)" 十。 


n=0 


令 y 二 x 一 x。， 则 有 


Da ao 十 而 y 十 lz 和 妈 十 和 十 0 十 税 
| 


为 方便 起 见 ， 只 讨论 形 如 


克 二 十 太古 Wi 十 下 


的 震级 数 ， 其 中 a。，a，as，… 称 为 军 级 数 > )ouzr' 的 系数 ,它们 均 为 实数 ， 
3. 宕 级 数 的 收 伍 性 
(1) 阿 贝尔 定理 


@ 若 级 数 > az" 在 ze 关 0 处 收敛 , 则 Yz: |z|< |z|， Dy are" 都 绝对 收敛 . 


n=0 


加 若 级 数 > ar 在 ze 去 0 处 发 散 , 则 Vz: |z|> |zo|，》)awz" 者 发表. 


(2) 收敛 半径 ; 若 竹 级 数 > ,auz” 的 系数 满足 lim 


n=0 


全 | 一 p 或 im Via|=o0<<p<+oo0), 则 
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Xs 习题 解析 (下 ) 


它 的 收敛 半径 为 
0 
一 | ea o 一 0， 
0,p 一 十 cc. 
4 震级 数 的 运算 


设 宕 级 数 >\auzr* 与 b,x" 的 收 伍 半径 分 别 为 R， 和 及, 令 R 一 min{R, Rs), 则 有 


n=0 n=0 


Wa = Da, 4 为 常数 ， |z|= R; 


n=0 n=0 


Darr' +t Dox" = Patb)r, |z|<R; 


n=0 n=0 


(Dar') (Dr)= Door", 其 中 ¢, = Sos i lw le 


n=0 n=0 n=0 


导 一 二 2)oz", 其 中 bo 关 0, 4 二 2b |z| 二 Ro, Ro 比 R 和 Rs 都 小 . 
k=0 


Daa 

5. 宕 级 数 和 函数 的 性 质 

若 蝴 级 数 Se" 的 收敛 半径 R 二 0, 则 其 和 函数 s(x) 满足 : 
(1) 在 收敛 区 间 ( 一 R, R) 上 连续 ; 


(2) 在 收敛 区 间 ( 一 R, R) 内 可 逐 项 求 导 , 即 SCz) 二 2) (at) = Dnax™m ,rx€(-R,R); 


n=0 n=1 


(3) 在 收敛 区 间 (一 R, R) 内 可 逐 项 积分 , 且 | (zydz = Da,| wdz, ze (一 R, R). 


n=0 


4.3.2 习题 解答 
1. 求 下 列 徊 级 数 的 收敛 半径 和 收敛 域 : 


I: 2 
Cl 了 4 3 i ; 


sy 2 
n 
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第 4 章 
Al 
_1)"2 让 
a | Ml i rl i 
n= | Un(T) | Dm mmolntl1 xz” mon 十 1 
n 


当 |z| 二 1 时 , 级 数 收敛 . 
当 |z| 二 1 时 , 即 x 二 1 时 ， 级 数 > (一 1D)" 土 收 人 


zz 一 一 1 时 , 级 数 2 CD 二 上 一 > 二 1 发散. 


n 


Fe 


所 以 震级 数 的 收敛 域 为 (一 1, 1], 收敛 半径 为 R= 1. 


还 zx: 工 3 
Co hn 


解 : u, (zx) 一 EM 四 


《272)1 
1 
入 6 级 Hi 元 ) i (22 十 2)! fe Eh . 2m)! 
ars (2) | 本 2 
(2n)1 
1 
= |z|lim 和 过 临 


"> (2n 十 2)(2n 十 1) 


所 以 寡 级 数 的 收敛 域 为 (一 =, 十 “=), 收敛 半径 为 R == 2. 


. . 
(3) 2 Qn— Dn 


n 


Es 
Wh anhad 
We 
1i Unri (x) li (22 十 1)(22 十 2) 
让 丽人 汪 | 和 一 
(27 — 1》C2n) 
1i 。(22 一 1)(272) 
一 “| (2 十 1)(22 十 27 而 
lzllim nt(2n— 1 [Ea 
从 六 十 二 (2 十 2 
当 |z| 二 1 时 , 级 数 收敛 . 
当 |z|= 1 时; 即 z = 1 时 ， 级 数 05 一 5 收 全 ; 


(hy 
i 级 数 》 3 C275 收敛 . 


ET 习题 解析 (下 ) 


所 以 震级 数 的 收敛 域 为 [一 1, 1], 收敛 半径 为 R= 二 1. 


1 蓝本 
(和 到 十 冯 十 到 二 24 十 ; 


解 : (zx) > 
本 
bran pr 2” 习 也 
曙 和 加 3 po 和 = lzllim pp 3. 
or 
当 |z| 志 2 时 , 级 数 收敛 . 
当 |z| 一 2 时 , 即 z 一 2 时 , 级 数 D 2 -> 二 发 散 ; 
本 级 数 习 和 如 一 全 2)" -So 二 了 发 
所 以 寡 级 数 的 收敛 域 为 (一 2，2), 收敛 半径 为 R = 2. 
上 
(5) >， pr 
解 : u(x) 二 # 
DT 
li Ui Cr) 1 3"(n 二 1) i a 中 in | li 
江 un, (x) 六 人 Me EE ”Ti “ls 5 二 本 
EE 
= 
= 本- 
当 |z| 一 3 时 , 级 数 收敛 . 
当 |z|= 3 时 , 即 z 二 3 时 ， 级 数 》 3; 一 十 发 散 ; 
一 3 时 , 级 数 D 3 -号 Cb 收 化 


所 以 宕 级 数 的 收敛 域 为 [一 3，3), 收敛 半径 为 R 二 3. 


2 3 
(6 一 -对 - 十 -至 一 一 -一 十 
5 Sn Ba 


解 : w(z) = (一 1D) 王 。- 工 一 ， 


5 
[ass 


到 nl 
i “人 | = tim 5 Vatl| 一 3 fn 
mmo | Un(T) ee ee - 工 wo |5" Vn 二 1l Es 
5 Vn 
= |z|lim Vn |z| 
5 ViaFi 5 


当 |z| 二 5 时, 级 数 收敛 . 


= = ws = a 
当 |z|=5 时 ; 即 = 5 时 级 数 2 ( 1) 了 2 万 收敛 ; 


z 一 一 5 时 ,级 数 》 (一 1 一. 一 号 一 ~- 》 工 发 散 . 
n=1 n=1 


机 = 本 局 

所 以 震级 数 的 收敛 域 为 (一 5， 5], 收敛 半径 为 R= 5. 
上 

t t t i 

Sa Ws 13: 总 7 ss 
解 : u(x) x ， 
V (dnt+1).。5" 
9etl sent 

fim 5 lim | Vt | -lim rd ld 。 VC42 十 1)。5” 
neo | an( 工 ) om We pe /Cnt+5). 5 er 


Vl(4n 二 1)。5" 


2 VC4z 十 1)。5” 2 lz| 
Vd4n+5) 5m V5 


= |z|lim 


当 |z | 一 次 时 ,级 数 收 俩 . 


> 全 
二 好 时， 一 类 时 ， 2 1 > 散 ， 
当 |z| 2 时 即 工 2 时 级 数 2 -7 让 2 元 二 让 发 区 ， 
万 . ”.(-&) 
5 者 , 载 类 2 Cd 


2 后 VAant+D) eT A VC 十 1 


所 以 军 级 数 的 收敛 域 为 | - 难 . 烧 ), 收敛 半 径 为 R = 鹤 . 


< ln(z 十 1) a 
i i 


ln(z 十 Dj , 


解 : u(x) 一 这 下 入 


137| 


数学 习题 解析 (下 ) 
lnCa 十 2) 2 
i Un (x) 1i 天 十 2 1i ln(z2z 十 2) 
| ay | Im 十 1D) en 一 人 | 4 ~ hi DD zn 
六 -1 
= 
ln(n + 2) 。 7 十 2 
= [slim = |*ltm lzl. 
n 二 1 


当 |z| 二 1 时 , 级 数 收敛 . 
当 |z|=1 时 , 即 二 =1 时 ， 级 数 为 了 In 十 1) 


7 十 1 
ln(2 十 1) 
1 十 1 ._ ?ln(z 十 1) Se 
因为 lim 下 lim 1 十 1 
n 
因为 二 发散 ,所 以 > 时 2 二 二 发表， 


工 一 -1 时 , 级 数 > et 也 人 二 也 (一 D 是 交错 级 数 ,由 交错 级 数 的 菜 布 尼 区 判别 法 知 级 


数 收敛 .所 以 寡 级 数 的 收敛 域 为 [一 1， 1), 收敛 半径 为 R= 1. 


> 


[sa 


(9) 5) 一 主攻 


n=1 


,es 一 


SU Ct» was 


1 Uni (x) lim 7 十 1 可 = lim [Rsk nd Cad le | ia 地 
es un (XT) "+3 [5" 十 (一 3)" 二 而 ” 和 
n 
nil 
sra [TE (一 二】 J 
= |z|lim 5lz| 


当 |z| 达 吉 时 , 级 数 收 全 


| 1 - 5 | {— A 1 - 1 (— 3)” 

当 |z| 一 到 时 , 即 z 一 末 时 ,级 数 为 >， n rr 六]* 因为 
发 散 ， my 收敛 ， 所 以 [二 二 

+ 一 二 时 , 级 数 为 十 生 3。 一 [二 十 二 ]' 因为 部 驴 过 收 


Su 洒 VS T( 一 1 各 
笋 ， 六 5 收敛 , 所 以 > | n 人 


所 以 宕 级 数 的 收敛 域 为 | 一 


于 于), 收敛 半径 为 R 一 


1 


] 收 全 


1 


5 


另 解 : 3 3" 十 人 一 3)" Ln 


如 ?的 收 全 域 为 [一 二 ,二 ). 


n=1 


= 


所 以 原 客 级 数 的 收敛 域 为 | 一 


， 


辟 C2 ， 
nT 十 >) 


半 擂 3 的 收 伍 域 为 (一 二 ,二 


1 1 
寺 拒 收敛 半径 为 尺 一 霹 . 


(一 1)"”， Un (x) pa | 本 区 |z| 
对 于 之 下 | 训 匡 酌 la zr|= DB* 
本 
当 |z| 二 2 时 , 级 数 收敛 , 收敛 半径 为 R = 2. 
i mn i | a | 和 
对 于 223 Ey lim Co) | 3 EE 加 


当 |z| 二 于 时 ,级 数 收 伊 , 收敛 半径 为 R= 地 


所 以 原 级 数 的 收敛 域 为 (一 
i 
(D2 一 


解 : u(x) 一 于 二 全， 


1 
3 


, 


1 
EE 


) :收敛 半径 为 R = 本. 
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ET 习题 解析 (下 ) 


(z— 2 
Eira Un (ZX) = (有 十 1) 二 ji (xr—2)"! 网 nn 剑 2| 
天 | Wl =| ( 工 一 2) =~-| (2 十 1) (zr—2)" 
2 
7 


当 |z 一 2| 过 1, 即 1 二 x 过 3 时 , 级 数 收敛; 
当 |z 一 ?| 一 1 时 , 即 z 一 1 时 , 级 数 忆 和 二 收 全 


一 3 时 , 级 数 忆 去 收 全 

所 以 寡 级 数 的 收敛 域 为 [1,， 3], 收敛 半径 为 R= 1. 
(2 2 Vnt ln = 

解 : w(x) = 二 (Vn 二 1 一 Vn) 。2"z™; 


i Wilr) mS 5 
mm | av) or (Vn 二 TT—Vn) 。2nz2 
= 茹 js i ss 2|z|:. 
站 


当 |z|< 启 时 ， 级 数 收敛 . 


当 |z|= 点 时 ， 即 z 一 一 坝 时 , 级 数 2CVATT VD .2 二 DT VD 发 散 . 


< 一 六 时, 级 数 21CVTT VD 2 直 VaTT 一 Vm 发 散 . 


i Ee i 
所 以 宕 级 数 的 收敛 域 为 (一 万， 万) 收 钱 半径 为 及 司 


(13) 2)2" (z+ 3)”; 
n=1 
解 : u(x) 一 2"(z 十 3)2， 
| nil CE) | 2m(zr 十 3)2m2 
I un (XT) = 器 | Pe 一 2|z 十 31| = 
1 | i 

当 |z 和 十 3| 过 * 即 一 3 “一 二 时 , 级 数 收 化 . 

| | 7 霹 5 


和 xs R 
当 |z 十 3| 后 时 即 = 时 ,级 数 >/2 六 一 21 发散; 


V2 
[0 


第 4 章 无 穷 级 数 
1 es 
= 一 3 十 二 时 , 级 数 六 2" .二 一 》)1 发散. 
一 将 7 
pa 1 1 1 
多 和 一 和 一 径 为 R== 二. 
所 以 乱 级 数 的 收 化 域 为 (一 3 一 万 万 收 全 半径 为 R 一 启 
SY i (DE= MW 
(D2 I 
_ five Cr OR 
解 : ww(z) = (一 Dm 二 
C19 = 
jim | uD | _ lim 22 十 1 im | 3 。_22 一 1 |2z—3| 
me | WE) | 一 3)"| +" 2n 十 1 (2z 一 3)"| ” 


mso | -TV (27 
2n—1 


当 |2zx 一 3| 过 1, 即 1 二 x 过 2 时 , 级 数 收敛 . 


,3 二 1 二 1 A NY 
当 |2x 一 3| 一 1 时 , 即 一 1 时 , 级 数 2( Wm 区 一 1 发散; 


一 2 时 , 级 数 > 守卫 收 生 ， 


所 以 宕 级 数 的 收敛 域 为 (1, 2], 收敛 半径 为 R = 玄 : 


2. 求 下 列 宕 级 数 的 收敛 域 , 并 求 和 函数 . 


EA 玫 
CD)z 一 柯 十 寺 一 李 十 
1 到 Ed 
解 : 设 5 太一 二 一 河 十 二 一 洒 十 . 
Sy = 1 I 1l<z<l. 


两 边 积分 :| v(x) dz = Ek Te 


5s(X) 一 s(0) 二 arctanx, 而 s(0) = 二 0, 所 以 


sk 三 还 二 笃 直 


十 之 arctanz, (—1<z<1). 


(2)2 关 十 4z3 十 6z5 十 8z? 十 …3 


解 : 设 sz) = 2z 十 4z’ 十 6 十 Bx? 十-…。 


3 2 
两 边 积分 :| s( 4 一 尼 十 性 十 十 下 十 … 一 一 1 志 z 志 1. 


和 


高 等 数学 习题 解析 (下 ) 


两 边 求 导 : xz) 一 (二 ) 2 ， 


I= 省 


Oa 1<z<. 


(3) Dn + Dr”; 
n=1 
解 : 设 >)ymz(z 十 1)az 一 工 >)mCz 十 WW, 
n=1 n=1 


令 s(x) 一 > nz 十 1)z 一 2 十 6z 十 12z2 十 20zs 十 …- 
n=1 


两 边 积分 : [sw i 二 斌 动 ， 
1 


两 边 再 积分 ， 人 ep 十 十 十 三 


两 边 求 导 : h(z) 一 (二 ) = 证 二 车 


十 27— x 1 多 
两 边 再 求 导 : s(x) 一 [< 和 
SCZ) Dn FIDa” x nn FWDeT 可 A Ce—l at lh 
n=1 n= 一 


(CD re 


n=1 


Ly 
解 : Di . 区 gr 


mn 一 1 的 


令 x(z) = Dt 


ne 2 "2x2 3 
一 
7 攻 和 2 1 z 
两 边 求 导 : s (x) 一 吉 十 而 7 十 高 牙 十 训 7 ++ 一 ES 1 
2 
两 边 积分 : | dr = 上 dx 。 
0 o 2 一 工 


SCz) 一 SC(0) lIn(2— xz) 


党 lIn2 一 ln(2 一 x), 而 5(0) = 0， 


sw) = ln2—la(2— 和 三世 


(nm 2 和 志 0, (—2 达 z+ 二 2)， 


所 以 s(x) = 3 SR i a 


n=1 


ET 习题 解析 (下 ) 


4.4 ”函数 展开 成 容 级 数 


4.4.1 知识 点 概况 


1. 泰勒 级 数 
车 函数 f(x) 在 zo 的 某 邻 域 U(zo) 内 具有 各 阶 导数 , 则 称 级 数 


en 
FE 


nl 


n=0 


i Sy Pi) 站 
= f(x0)f (zo) (x— Zo)+ 21 一 a 


(xz— xo)" 二 


为 函数 f(z) 在 zx 的 泰勒 级 数 , 记 作 f(z) ~ 六 全 人 (x 一 zx) 


nl 
2. 麦克 劳 林 级 数 
当 xz 二 0 时 , 称 泰勒 级 数 


> 全 和 ze 
为 麦克 劳 林 级 数 . 
3. 函数 展 成 泰勒 级 数 的 条 件 
设 函 数 f(x) 在 区 间 ( 一 R, R) 内 具有 各 阶 导数 , 则 f(z) 在 (一 R, R) 内 能 展开 成 泰勒 级 数 
的 充 要 条 件 是 f(x) 的 泰勒 公式 的 余 项 满足 limr, (x) 一 0. 
设 函 数 /(x) 在 (一 R, R) 内 具有 一 致 有 界 的 各 阶 导数 , 即 存在 K 二 0, 对 任意 x € (一 R, R), 都 


有 | 7 Co 上 < KG = 0,1,2,…), 则 f(z) 在 (一 R，R) 内 能 展开 成 军 级 数 》 万 To， 即 f(x) 


= HO. 


nl 


4. 初等 函数 的 震级 数 展开 式 

(1) 直接 展开 方法 

对 形式 比较 简单 的 函数 , 可 以 直接 计算 它 的 泰勒 系数 , 得 到 它 的 泰勒 级 数 , 再 根据 定理 将 
其 展开 成 泰勒 级 数 . 具体 步骤 如 下 : 
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第 4 章 无 穷 级 数 


@ 求 函数 f(x) 的 各 阶 导 数 f(z), 若 在 求解 的 过 程 中 发 现 有 某 个 1”(0) 不 存在 , 则 不 
再 进行 ,函数 不 能 展开 成 寡 级 数 . 
@ 求 出 f(0) 及 FF” (0). 


@@ 写 出 麦克 劳 林 级 数 了 全 x， 并 求 出 其 收 全 半径 民 . 


@ 考察 在 收敛 区 间 ( 一 R, 十 R) 内 ，limR,(z) 一 lim te 是 否 为 零 , 若 limR,Cz) 


一 0, 则 有 


Ja -Pe. 
(2) 间接 展开 法 
对 于 较 复杂 的 函数 , 根据 函数 展开 成 的 震级 数 的 唯一 性 , 可 以 从 一 些 已 知 函 数 的 震级 数 展 
开 式 出 发 , 通过 变量 代 换 .四 则 运算 或 逐 项 求 导 、 逐 项 求 积 分 等 方法 , 间接 地 将 其 展开 成 泰勒 级 


数 . 间接 展开 法 是 求 函 数 的 泰勒 展开 式 的 常用 方法 . 
4.4.2 习题 解答 


1. 利用 已 知 展 开 式 把 下 列 函 数 展开 为 x 的 震级 数 , 并 确定 收敛 域 . 
所 


解 : er 二 六 (一 co， 十 co ). 


一 :人 加 Eee 了 区 eae, se 4k 
n=0 


nl = | 


(2) f(x) = sin 工 ; 


2 
由 1 5 Es oh 于 9 o 
解 : sinz 一 工 a1 十 十 (一 1) nF ,xzE (一 co， 十 co)， 
5 亚 要 贡 全 j 4 1 (于 j a 8) i 
2 51\2 (2n+D! 
至 1 3 十 5 于 1 2nt1 四 
2 ea tol. 2 二 


1 a 
>) (一 1]) ee 1, 7 € (一 co, 十 co). 


(3) f(z) = er 
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高 等 数学 习题 解析 (下 ) 
解 :一 了) ,rE (oo +) 
no0 Te 
六 (kb SN (一 1)”w _ 有 
省 = >) 有 加 并 ,E (一 cc， 十 ceo) 


(C4) fz) = 008 xs 


解 : cos7 器 人 WE 


n=0 


2 1 二 cos2x 1 CoOs27 2n 
cos?x 2 到 十 言 忆 全 5 (2z) 


1 
ea 寺 言 宣 


(2 )”, rE (一 co, 十 co). 


(5) f(z) oo, 

解 : (1 十 z)* et WT 

将 上 式 中 的 工 换 为 一 屏 , 取 = = 一方 ， 
a 

即 和 i Ce a 二, 喊 


on) fa) = 


解 : er a 
tl 
EY C= DS ,re (mm, +) 
et | 党 ! 
Ve” a = 2 Dn, 还 攻 (一 cey 十 co) 
nil ni! 


(7) /mo = 3 

解 : 盖 一 一 1 十 z 十 性 十 帮 十 …, (|zx| 达 D. 
i 1 久 
i 


[4 


+ 到 + 售 ) 二 (二 + 人 和 +] 
> DE 35 MD: 
(8) f(z) = 去 一 二 一 3 


三 王 1 下 
全 (z—3)(zr+1) a zp]: 


1 


I= 


1 
十 之 


= Zr rE 1, 1 2 Wa we Ls I 


二 5 =- 了 一 $5)($) ,re (一 3，3). 


= n=0 


3 过 | 这 1 和 
Zi —2z—3 (3 3 Fas 和 可 2 ( 生 ) 2 ye | 
= | nl - 

[多 3( 季 ) 到 DR | 4[ 之 r+ Wm] 

| rp 去 ret We 


1 nl ntl EE 
a | Dz 二 3 


2. 利用 已 知 展 开 式 把 下 列 函 数 展开 为 x 一 2 的 震级 数 , 并 确定 收敛 域 . 


(1) f(z) = 


1 昌 
4 一 工 


解 : 一 Ew Es be | 


1 1 1 
本 一 下 医 一 人 一 禾 ) 2(1 -2) 


0 fa) = Inxs 


解 : In(1 十 z) Te", 大 


lnz 一 ln(z 一 2 十 2) 一 In2 十 mn 人 (1 十 


所 ) 
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高 等 数学 习题 解析 (下 ) 


Ss t= 
-In2+ 允 rl = 2+ 2D) gz 2 xE (0, 条: 


(3) f(x) 一 er; 


解 : In(1 十 Zz) = 》 一 Dre (1, 1]. 


( 工 一 2)2n+2 


ee = 


= D2)", relLl, 3 


4.5 ”还 数 的 容 级 数 展开 式 的 应 用 


4.5.1 知识 点 概况 


1. 近似 计算 

利用 函数 的 每 级 数 展开 式 ， 可 用 来 作 近似 计算 ， 即 在 展开 式 有 效 的 区 间 上 ,函数 值 可 近似 
地 利用 这 个 级 数 按 精确 度 要 求 来 计算 . 

2. 表示 初等 西数 

区 间 上 的 连续 函数 存在 原 函 数 , 但 其 原 函数 却 未 必 是 初等 函数 . 可 以 利用 相关 初等 函数 的 
等 级 数 展开 式 , 将 PCz) 化 为 军 级 数 .应 用 这 个 容 级 数 讨论 函数 g(x) 的 性 质 , 特别 是 计算 或 近 
似 计算 它 的 函数 值 更 为 方便 

3. 求 常数 项 级 数 和 

由 所 给 常数 项 级 数 的 特点 ,构造 一 笃 级 数 ,然后 求 这 个 宪 级 数 的 和 函数 ， 所 求 常数 项 级 数 
的 和 就 是 这 个 短 级 数 的 和 函数 在 某 一 点 的 函数 值 

4 微分 方程 的 宕 级 数 解法 

利用 每 级 数 函数 的 展开 式 也 可 求解 微分 方程 , 下 面 分 西 种 情况 来 讨论 . 

(1) 一 阶 微分 方程 的 情形 

对 一 阶 微分 方程 屏 一 f(z, 3) ,车 f(x,y) 是 一 加 及 > 一 的 多 项 式 , 妈 


(zy y) = ao ta (zr— zo) tan(y— yo) + tan (ro— zo) (yO— yo)”, 
则 可 以 设 该 方程 在 初始 条 件 y | :=。 二 yo 下 的 特 解 可 以 展开 为 x 一 xo 的 震级 数 ， 
y= ta(z— zo) az— co) 二 a (zr— zo)" t+. 
代入 原 方程 ,比较 同 次 笑 项 的 系数 可 定常 数 a, as ,，…, a,，…， 由 此 确定 的 级 数 即 为 方程 
满足 初始 条 件 的 特 解 . 
(2) 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 的 情形 
对 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 VY 十 P(rz)y 十 Q(x)y 二 0, 车 系数 P(x), Q(x) 在 (一 R, R) 内 


149| 


ET 习题 解析 (下 ) 


可 展开 成 的 每 级 数 , 则 在 (一 尽 R) 内 该 方程 必 有 形 如 y 一 > az 的 震级 数 解 
5. 欧 拉 公式 的 形式 推导 
利用 震级 数 给 出 欧 拉 公式 的 形式 推导 . 

4.5.2 习题 解答 


1. 利用 函数 的 寡 级 数 展 开 式 求 下 列 各 函数 的 近似 值 . 
(1) ln3( 误 差 不 超过 0. 0001); 


解 : In 寺 二 jl x) — Inkl — 2) 


2(z 二 计 丰 十 吉 十 十 志 上 1 二)， (一 1 之 xz 之. 
1 
和 二 
In3 一 ln 一 了 一 2( 吉 二 言 " 赤 + 二" 闪 +“ 二 而 二 于 7+), (1<zx<1. 
hse 
3 


lL dl in 
又 | 六 | ke I) wo | on oY ] 


多 (22 十 1)。22 (22 十 1)。22 1 
(2 十 1) 。 | (272 十 3) 。2203 和 (2m2 十 5) 。2245 十 ] 
2 ae 1 
< 


x 0.00012，| 六 | 二 -1 0.00003. 


县 B18.2" 


1 
Ee 


rs 


因而 取 n 二 6, 此 时 


| | 1 


于 ， 放 
3“ 下 十 5 克 十 了 7 


WW 
“十 夺 六 二 


1 
In3 ~ 2( 2 T1127 


2 


(2) Ve( 误 差 不 超 过 0. 001); 


2 3 
= i 


所 = 革 十 上山 帮 直 生病 pa et oy 
2 12 I 
1 1 ， 


i 1 , 
n+2)! 22 


1 
dl 


"3 十 


[so 
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ji 1 1 1 1 村 1 
家 a PL a 
Te er ni IL nl. 2 
4 
4 二 一下 ~ 0.0003, 因而 取 n 二 4, 此 时 
i 
en 
习 关 1 十 言 十 并 " 训 十 让 " 殉 十 有 "区 宇 648. 


(3) V522( 误 差 不 超 过 0. 00001)， 


解 :(1 十 zx)” 一 LHe te De te DD Te 二 
9 10\ 了 8 10\? Sa 17 10\3 
V533 =2(1+ 画 ) 2[1+= | rd wal 


10 8 10 
» -5 A 0,002170, (去 


二 ~ 0.000019， 
2 21 ) ~0 , 


cI— 


故 V522 = 2 。(1 十 0. 002170 一 0. 000019) ~ 2.00430. 
(4) cos2"( 误 差 不 超 过 0. 0001). 


cos2" 一 cos 下 一 1 上 (和) 1 (而 ) 1 (而) eat 


由 于 寺 。 (看 ) = 6xlo， 十 :人 ( ) = 107， 


2 


es | x 人 
cos2* 全 1 一 下 (so) x 1—0.0006 = 0.9994. 


2. 利用 被 积 函数 的 震级 数 展开 式 求 下 列 定 积分 的 近似 值 . 


.5 
(1) 卜 1 _ dz( 误 差 不 超 过 0. 0001); 


1+x 


0.5 .5 
解 : | I 和 pn dz [ [01 一 十 攻 一 Zz 十 十 (一 1)"z" 十 …]dzx 


Le | 
3 上 9 


全- 


1 
9 


一 0.00028, 工 。 去 2 0. 000009， 


和 出 有 
因为 "这 衬 0.00625， 殉 13 


高 等 


Ls2 


数学 习题 解析 (下 ) 


1 | 
i 


0.5 
所 以 | Te dz 一 


0.5 
<G) | arctanzdxr( 误 差 不 超 过 0. 001). 


。 - 3 i 
解 : arctanz rx Vw 斗 (一 1) pr 


"0. 5 0.5 
| arctanz dv 一 | [1 3 十 ee (1)” 1 商 


必 


2 92%'25 25 4 


是 和 站。 这 人 本 
因为 可 太守 0.0139, 565' 芳 渤 0.0013, 19' 万 守 0.0002， 


yf arctanry, .1 ee 
所 以 | 下 dr 9 序 守 0.487. 
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4.6 ” 侍 里 叶 级 数 


4.6.1 知识 点 概况 
1 傅 里 时 级 数 
三 角 级 数 
了 se 下 (ascosnz + b,sinnr ) ， 


其 中 ,ao ,as 和 6,(n 二 1,2,…) 都 是 实 常数 , 称 为 傅 里 叶 级 数 . 
2. 傅 里 叶 级 数 的 收敛 性 
设 F(z) 是 以 2r 为 周期 的 函数 , 若 在 [一 *, x] 上 满足 : 
(1) 连续 或 只 有 有 限 个 第 一 类 间断 点 ; 
(2) 至 多 只 有 有 限 个 极 值 点 
则 f(x) 的 傅 里 叶 级 数 在 [一 r, wj] 上 收敛 ,其 和 函数 为 
f(z), TE (一 r,r), 工 是 f(x) 的 连续 点 . 


到 L/Gz 一 0+Az+o0],ze (一 x, ,zx 是 /x) 的 间断 点 . 


SCZ) = 


$C/ zt 十 0) 十 f(x 一 0)], zx 一 土 式 
即 了 [7(z 一 0) 十 FCz 十 0)] = 让 > Cacosnr 十 ,sinzzz ). 
n=1 


3. 周期 为 2/ 的 函数 的 储 里 叶 级 数 
设 f(z) 是 2 为 周期 的 函数 , 并 且 在 [一 1, 丫 上 满足 狄 里 克 雷 条 件 . 为 了 求 得 /(x) 的 傅 里 叶 


展开 式 , 作 变 量 痊 换 zx 二 们 , 则 Cz) 二 /( 全 ), 记 &Cy) 二/( 宇 ), 则 gC3) 是 一 个 以 2x 为 周期 
的 函数 ， 并 且 在 [一 x, x] 上 满足 狱 里 克 雷 条 件 ， 从 而 可 以 得 到 gCy) 的 全 里 叶 级 数 为 


Uo 


g(y) ~ WT 2 ancosny 十 b,sinny ). 


) 
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省 = 习题 解析 (下 ) 


= -24[ fl (#5) jcosody， (n= O05 1s 5 ds 


Ee -4[ 7( (#5) jsinmdy， Ki 1s Bs Wy 
再 将 变量 变 回 到 x, 即 可 得 到 f(x) 在 [一 71, 上 ] 上 的 傅 里 叶 展 开 式 : 
f(z)~ 多 + (ecos Tr +t bsin Tr » 
其 中 ， 
= 了 | Ce = 0 
a = 1) fxs Trdr, (n=0,1,2, ; 


b, = | fedsin Grdz, (n= 1,2,.). 


4 傅 里 时 级 数 的 复数 形式 
设 周期 为 2 的 函数 f(x) 在 区 间 [ 一 上 ，/] 满足 狄 里 克 雷 条 件 , 可 以 展开 成 傅 里 叶 级 数 ， 
jz) ~ 二 2 (e cos Tx 十 名 sin Tx 上 


1 
+| f(x)cos rdr, Ww 二 饭 1s 
一 ! 


an 一 


p 一 | fosin Trdz, (n= 1s 2, *). 


利用 欧 拉 公式 cost = 全 证 全 ,sint 一 全 计生， 有 


f(z) 一 全 He 于 ) 一 全 (一 <)) 


go 本 一 过 六 本 二 鸭 
5 DC 2 


则 f(z) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 就 可 以 写成 如 下 的 简洁 形式 : 
f(z)~ Soe 一 3 二 ce , 


n=0 n=1 n= 一 


y Cn = 52% *)s 


Co 


? NE 
Ca 一 志 | ze der Un = 二 1yE2s "eh 
= 


Ls4 


4.6.2 习题 解答 


1. 在 指定 区 间 内 把 下 列 函 数 展开 为 傅 里 叶 级 数 . 
(1) f(z) =x; 0 一 xz 一 zz 一 rr O02ns 
解 : f(z) = 二 zx, 一 "二 x 二" 作 周 期 延 拓 的 图 象 如 下 . 


其 按 段 光滑 , 故 可 展开 为 傅 里 叶 级 数 . 
由 系数 公式 得 : 
ao 一 tr Z)dz = 二 | zaz = 0 
1 

1 rz 


Ys 
ah 一 一 | xcosnrdz = CO—| zd(sinnz) 
二 nRJ 


3 也 医生 去 | sinzzdz = 0. 
nx Nr) -a 
Bi = 
b, =—| zxsinnrdr 一 一 | xd(cosnr) 
ES nn J 


= = | 三 十 去 | cosnrdz = (一 1)"+ 1 2 
nn nn n 


所 以 f(z) = 2 了 (一 D" Sm ze x X) 为 所 求 . 
n=] 


@ f(x) = zx, 0 二 x 二 2"x 作 周期 延 拓 的 图 象 如 下 . 


为 


-2r Io 5 二 An 


其 按 段 光 滑 , 故 可 展开 为 傅 里 叶 级 数 . 
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高 等 数学 习题 解析 (下 ) 


由 系数 公式 得 : 


1 2 i 2x 
ao Wands = Xdr = 2x. 
no 工 


当主 1 时 ， 


1 2r 1 2x 
多 二 1| xconrdr 一 一 | xd(sinnr) 
区 Jo no 


ji 


二 Dn 人 -去 | sinzzdz 一 0， 
nn 


nnJo 
1 fs 一 1f2* 
= t| Xxsinnrdr 一 -一 | xd(cosnr) 
TJo nn Jo 
= 1 fx 一 
一 —zxcosnzr | 区 十 一 | cosxzzrdz 一 池 
nn nmJo n 


所 以 f(z) 二" 一 2 于， x E (0, 27) 为 所 求 . 
n=l 


mn 
解 : f(x) = 式 , 一 x 二 x 二" 作 周 期 延 拓 的 图 象 如 下 . 


其 按 段 光 滑 , 故 可 展开 为 傅 里 叶 级 数 . 


由 系数 公式 得 : 
ao 一 支 | fedr je | wr = 2 
当 nn 宇 1 时 ， 
au 一 | Xx cosnrdr 
Tx 
i 
一 一 | x d(sinnz) 
NN) 
= i 入 = 二 上 2xrsinnr dz 
nn = 


一 二 zd(cosnz) 
n 


一 2 sepan | 晤 一 三 | cosnzdz = (— 1)” a 
nx mT nn 


b, = ll Xx:sinnrdr 一 三 MW" zx:d(cosnr) 


一 x NT J 一 = 


一 1 2 全 
一 一 -x?cosnz | 二 十 二 | zcosnzdz 
nn nT. 


一 | zd(sinnz) 
NN 


-Mt fe 
= xTsinnr 殿 一 一 -| sinnzdz 一 0， 
式 nx 


所 以 f(x) 站 Fl 下 x， zt) 为 所 求 . 
n=1 


@ f(z) = 二 ,0 二 x 二 2x 作 周 期 延 拓 的 图 象 如 下 . 


其 按 段 光 滑 , 故 可 展开 为 傅 里 叶 级 数 . 
由 系数 公式 得 


a Li 
ao i zydz 2 ds 3 


雪人 工料 二 


2r I 2x 机 
六 ,= | Xzcosnrdr 一 一 | x’d(sinnr) 
区 Jo nm)o 


| Py 
= 一 zsinzz | ——| 2zsinnrdz 
nn nnJo 


2r 
二 包 | xd(cosnr) 


7 Jo 


名 a 2x 名 4 
= sxeosnz | 一 一 -| cosnrdr 一 一 ， 
nn 7 TJo 7 


= 于 全 sh 和 
b, =—| zsinnrdr 一 -一 | x d(cosnr) 
TT nNXJo 


0 


入 2x 
二 一 -x?cosnz | 和 十 二 | zcosmzdzr 
nn nnJo 


ET 习题 解析 (下 ) 


2x 
性 ZdCsinzz ) 
n n AJo 


4 3 i 4 
十 二 -zsinnz |? sinnrdzx 一 一 一 ， 
n nn nnJo n 


所 以 f(x) 到 #4 全 ,xz E (0, 27) 为 所 求 . 
Ee 
ar 一 < 去 0 
oo ro=| (天 六 aa 天 0,5 天 0). 
Wr,0 rn, 


解 : 函数 (x), 一 x 二 xz 二 7x, 作 周 期 延 拓 的 图 象 如 下 . 


其 按 段 光滑 ， 故 可 展开 为 傅 里 叶 级 数 . 


由 系数 公式 得 

ao 一 +t[ f(r)dr tf azr dx + Larar b= 
Tx Tx TJo 2 

当 n 宇 1 时 ， 

an 一 [| arcosnrdz + T | beeosnrdr 
Tx no 


= Fl— tle 
一 [1 一 (一 1) ns 
篇 二 | azrsinnrdz 十 十 | zsinnrd 
Fe xJo 
Cats, 
n 


1 SINnn 
n 


所 以 f(x) 


nn(b—a) ,2(6—a) 1 
r | 


ycos(2n— Dz+(atb) > ) (一 Dr 
n=] 


XE (一 rr) 为 所 求 . 
2. 设 /是 以 2r 为 周期 的 可 积 函 数 , 证 明 对 任何 实数 c, 有 


ct2n x 
an 一 | f(x)cosnrdr 一 | f(x)ecosnrdz, n= 0, 1,2, ™, 


cH2n x 
到 三 | ein = | nd = Wh le Wy es 
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证 明 : 因为 F(z)， sinnz ，coszz 都 是 以 2x 为 周期 的 可 积 函 数 , 所 以 令 1 二 x+ 十 2x 有 


| fcosndr i f(t— 2n)cosn(t— 2n)d(t — 27) 
c 2 


一 二 f(t)cosntdt 一 一 工 | Gayeowardz， 


Te 


1 frer | 
从 而 a, 一 Ey f(x)cosnrdr 


= 二 | fdeosnrdz 填 2[ f(x)cosnrdzr+ 工 | “ f(x)cosnrdzr 


= 二 | fos)eosnrda. 
同 理 可 得 
和 去 | 汐 Tr)sinnrdz 一 | fx)sinnrdzr. 
”人 元 一 和 
= 一 十 人 二 全 
3. 把 函数 f(x) 一 展开 成 傅 里 叶 级 数 , 并 由 它 推出 
节 ， -于 全 
RT 
(1) Fe 1 3 十 5 7 ; 
P| 1 1 1 bs 
和 TT 又 ” 


7 
解 : 函数 /(z), 一 x 二 x 二 x, 作 周 期 延 拓 的 图 象 如 下 . 


上 

1 1 1 1 
-3r -2nx 一 | 元 28 3 和 元 

其 按 段 光滑 , 故 可 展开 为 传 里 叶 级 数 . 

由 系数 公式 得 

pie 

当 n 宇 1 时 ， 
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高 等 数学 习题 解析 (下 ) 


0 x 
WW E 二 | Tcosnrdzr 十 +| Tosnrdz = 0. 
nx)-* 4 TJo 4 


b, 1 二 Tsinnrdz 十 i| Tinnrdz 
XJ-x* 4 TJo 4 
下 而 二 部 二 面 
一 [1 一 (一 TD 天 一 4 
2n 
0， [1 
故 f(x) = 多 二 sin(2n 一 x, zx € (一 xt, 0) U (0, 7) 为 所 求 . 
一 
3 A 1 LE lL 
， 由 Fs 
0 到 a 二 5 则 一 1 一 本 十 大 一 宁 
元 和 
人 南 表 一 1 一 入 十 二 一 下 卡 于 得 两 三 本 一 让 十 下 一 而 十 


1. 选择 题 


|a, | 
1) 设 常数 二 0, 而 级 数 > os 收敛, 则 级 数 》) (一 1)” 是 (  ). 
(1) 设 常数 和 二 0 而 级 数 ,a 收敛 则 级 数 之 ， J 


(A) 发 散 (B) 条 件 收敛 (C) 绝对 收敛 (D) 收敛 与 有 关 


(2) 设 记 一 和 二 je ,4 一 和 一 |e| = 1, 2，…, 则 下 列 合 题 中 正确 的 是 ( 。 )， 


CA) 着 习 o 条 件 收 敏 , 则 袜 Ap。 与 gi 都 收 全 
(B) 着 忆 a 绝对 收 化 则 加, 与 gn 都 收 全 
CE 车 a 条 件 收敛 ， 则 之 / 乌 与 2 的 敛 散 性 都 不 定 
(D) 着 绝对 收敛 , 则 > p。 与 > 的 分散 性 都 不 定 


(3) 设 @ >>0,72 一 1, 2,…, 若 >)yo 发 散 ，>) (一 Do 收敛, 则 下 列 结论 正确 的 是 ( 。 )， 


CA) a 收敛 ，y as 发 散 (B) ao 收敛 ，》 ws。 发散 

(C) > (an 二 总 收敛 (D) Can a 一 反动 收敛 

(9 设 = 为 常数 ， 则 级 数 (so 一天) 是 (小 

(A) 绝对 收 使 ”(B) 条 件 收敛 (C) 发 散 (D) 收敛 性 与 a 取 值 有 关 


(5) 级 数 > (一 10)"(1 一 cos 名 )( 常 数 a 之 0) 是 ( 和 
(A) 发 散 (B) 条 件 收敛 (C) 绝对 收敛 (D) 收敛 性 与 有 关 


(6) 设 韦 一 人 1 下 则 级 数 (  ). 


(A) Dw 与 了 避 都 收 合 CB) Dw 与 也 避 者 发散 


ET 习题 解析 (下 ) 


(C) Dw 收 合 而 局 发 散 0D) Dw 发 散 而 六 地 收 全 


(7) 已 知 级 数 (一 1 =2; Dasi 一 5， 则 级 数 Da。 等 于 ( ). 


n=1 


(A) 3 (B) 7 (C) 8 (D) 9 
(8) 设 函 数 f(x) 一 耻 (0 过 z 委 1), 而 


S(z) = > bsinmrr 一 co Lr 
n=1 
1 
其 中 久 = 2| flr)sinnrrdr, n= 1,2,3, .…, 则 S( 一 去 ) 等 于 ( 和 
0 
1 1 1 
(A) 一 亏 (B) 一 闻 (OF (D)5F 
1 
ZX,，0 达 I 壹 二， 
2 a 
(9) 设 f(x) = S(z) = 如 十 Dacosnrr, 一 <<<+o. 
a 和 
2 
1 局 
其 中 w = 2| flx)cosnrrdr, (n=0,1,2,…). 则 S( 一 亏 ) 等 于 ) . 


1 1 “3 3 
GA) 2 (B) (C) (D) 4 


(10) 设 级 数 > we 收 俩 , 则 必 收 伍 的 级 数 为 ( 。 )， 


nn ) 
(MPD a (Bo 
(C) > Cu — uo) (D) > (ww 十 ze) 
n=1 Fe 


(1D 车 级 数 yo, 收敛, 则 级 数 ( 。 ). 


CA) > |o,| 收 全 (B) (一 1)"a, 收敛 
(CO 37 wa 收 全 (DD 各 二 收 合 


(12) 车 Daslz 一 1)* 在 zx 一 1 处 收 伍 ， 则 此 级 数 在 x = 二 2 处 ( 此 


n=0 


(A) 条 件 收敛 (B) 绝对 收敛 
(CC) 发 散 (D) 敛 散 性 不 能 确定 


[62 


013) 设备 级 数 ax" 与 bx" 的 收敛 半径 分 别 为 号 与 于, 则 每 级 数 > 你" 的 收 策 半 


n=0 


2. 设 /(zx) 在 点 x 一 0 的 某 一 邻 域内 具有 二 阶 连续 导数 , 且 lim A 二 0, 证 明 级 数 
/人 ( 广 ) 绝 对 收 全 . 

分 析 : lim 全 下 一 0 表明 x 一 0 时 (zx) 是 比 高 阶 的 无 穷 小 ,车 能 进一步 确定 /(z) 是 工 
的 有 阶 或 高 于 思 阶 的 无 穷 小 ,之 1， 从 而 (3)| at 阶 或 高 子 户 阶 的 无 穷 小 , 这 就 


证 明了 7 |/ 全) | 乱 对 政委 


证 明 : 由 lim 儿 = 


4 连续 性 过 1(0) 二 0, (0) = 二 0。 再 由 f(x) 在 + 二 0 邻 


域 有 二 阶 连续 导数 及 洛 必 达 法 则 
yi 


lim “一 > 
元 


0 


站 
pa 


> tm| 人 


= 
= EAE 


下 cs 
由 函数 极限 与 数列 极限 的 关系 全 lim ) 


7 


= 下 | 的 
=- 于 |7o)l 


因 总 去 收 合 二 如 | 7( 荆 ) | 政策 即 半 7 (二 ) 绝 对 收 策 . 


3. 设 正 项 数列 fa } 单 调 碱 小 , 且 > (一 1)"a, 发 散 ， 试 问 级 数 > ) (一 二 了 是 否 收敛 ? 


【分 析 与 求解 】 因 {o, } 单 调 下 降 有 下 界 0 人 了 极限 lim a 一 a 宇 0. 车 a 一 0, 由 莱 布 尼 
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ET 习题 解析 (下 ) 


兹 法 则 , 并 错 级 数 了) (一 1)"a, 收 仇 ,与 假设 矛盾 ,于 是 < 0. 


现在 对 正 项 级 数 》) (一 


二 ) 可 用 根 值 审 敛 法: 因为 


i (1) = im 1 1 
De 二 n+o 十 1 a 二 1 


所 以 原 级 数 收敛 . 


x ls 


4 求 宕 级 数 >) 二 (一 377“ 收敛 区 间 ， 并 讨论 该 区 间 端 点 处 的 收 人性， 


【分 析 与 求解 】 直接 用 求 收敛 半径 的 公式 ， 先 求 
lim "| a lim L su 
mr+oA3" 十 (一 2)” n mr 十 3G1 十 (一 全 )" 六 本 Ei 


于 是 收敛 半径 尺 二 3, 收敛 区 间 为 (一 3, 3). 


当 z 二 3 时 是 正 项 级 数 : 于 


wl 
n 


3 过 的 8 


Re ys 
2 二 {一 了” 冯 ne He， 而 2 n 发 散 ， 


蓝 lL ee 二 > 
= 人 发 散 , 即 x = 3 时 原 寡 级 数 发 散 . 
当 z 二 一 3 时 是 变 号 级 数 , 我 们 用 分 解法 讨论 它 的 敛 发 散 . 


3” 站 (— "2 
2 不 一 入 六 流 六 十 在- 全力 n 


{= 2 a 
n 3" 十 (一 2)” 7 


a 3" 1 By 
轩 2 i 2 ) 收敛 


= 二 二 收 化 ， 为 收敛 一 > 


时 原 笑 级 数 收敛 . 


1 一 一 
到 二 已 5 方 收 全 即 z= 一 3 


3 


(3m! 


4 
5, 验证 函数 y(z) 一 1 十 条 十 冯 十 竺 十 …+ HH 和 (一 ce 去 工 < 上 Tc) 满足 微分 方程 


y+y +y=e. 


【分 析 与 证 明 】 
首先 验证 该 考级 数 的 收敛 区 间 是 (一 oo, 十 吕 ). 这 是 缺 项 知 级 数 , 令 1 二 x， 则 


Fr 
原 级 数 pe (3n)1 加 (32)1 


n=0 


1 
je | 1 
由 1 re Te 
(3n)1 


>tE (一 0 吕 , 十 0), 从 而 x € (一 ,十 ce) 时 原 级 数 收敛 . 
其 次 , 在 收敛 区 间 内 对 客 级 数 可 以 逐 项 求 导 任意 次 , 这 里 要 求 逐 项 求 导 两 次 : 


7 1 2 的 1 2 Ey 
人 2 tT yz) 2 ta ze co 十 ce). 


于 基 YYCz) 十 yCz) 十 yCz) 
2 
Dit E 3 2 ti 
级 数 的 线性 性 质 | x Ea 
| es (3n—D! | 
EE | x 
Pr Ei 2 


n=0 


一 人 (一 co 一 工 二 co). (收敛 级 数 与 它 任意 添加 括号 后 的 级 数 有 相同 的 和 ) 
6. 求 摆 级 数 > (一 wil + 的 收敛 区 间 与 和 函数 F(z)， 


【分 析 与 求解 】 这 是 缺 项 震级 数 , 令 1 二 x， 考察 ol ,其 中 


| 1 
«=D" [lt+am -rl| 


由 1< Vlal < lim Yal =1. 
二 Dae" 的 收 伊 半径 为 1-> 原 宕 级 数 收 货 半径 为 1, 收 全 区 间 为 (一 1，1)， 
下 面 求 和 函数 ， 


fiD= DDz = Dr Dr" 一 一 全 
n=1 n=1 n=0 二 多 


1 
nl 2n 
fulz) 2 I uo — 1 “ 


和 aa 
Fy 22( 1) tp 


ET 习题 解析 (下 ) 


td 
二 


2 
1+ta |*l<. 


注意 /2(0) = 0, 户 (0) 二 0, 积分 两 次 得 


/ _ 二 2 
了 zz) = ou 下 TF FF 2arctanzr, 


BE = | (Ddt 一 二 arctantdt 一 2zarctan 工 中 于 
o 1 二 + 站 


= 2zxarctanzr — ln(l+zx’)(|zx|=1). 


因此 , f(x) = fi(x) + f(x) TE ee 


7. 求 级 数 了 (一 1D)" 去 ( 玉 一 n 十 1) 的 和 


n=0 


【分 析 与 求解 】 先 将 级 数 分 解 : 
而 二 DntD)= DD zn D+ Dl( ;)- 


n=0 n=0 n=0 


第 二 个 级 数 是 几何 级 数 , 它 的 和 已 知 
和 1 2 
| 2 ) ii 全 去) EM 


求 第 一 个 级 数 的 和 转化 为 宕 级 数 求 和 , 考察 


| 
2 (一 TD 二 二 | 


n=0 


1 2 


to) = Dt Da TCD (Tz) = oy 
st : 


n=0 


py! Lp 4 
re it 二 S(3) 。 一 到 


写 1 机 
(+ 豆 ) 
4 2 22 
因此 原 级 数 的 和 4 一 于 十 可 二 天 . 
8 求 级 数 >) 二 的 和 


一 上 
【分 析 与 求解 】 先 用 分 解法 将 原 级 数 分 解 . 


SA 刘 和 1 1 
内 2 5 za) 之 sr 2 TD 人 


n 二 2 


要 熟 记 五 个 简单 函数 的 寡 级 数 展开 式 , 与 此 级 数 和 有 关 的 是 1n(1 十 z)， 即 


[ss 


InGlL 十 z) = > ed 


. | 前 
于 是 本 2 Fs 


1 人 (2) 一 4 人 一直 = 2 


n=1 


. 和 3 
4 2 ra ty De 


n=2 n=3 


3 


n=3 n=1 
L 1 1 5 
In(1 | 8 ln2 8， 
二 省 三 页 三 生 二 雪 
因此 A=A—A,= 8 In2. 


9. 将 函数 f(x) 一 arctan Tt 展 为 过 的 寡 级 数 . 


【分 析 与 求解 】 广 (z) 容易 展开 . 


1 人 一 元 一 如 2 
1+ (1Es) (1— 2z)? (1 一 Z)2 十 (1 十 区 ) 
工 一 居 


f(z) 


和 


1+z 和 
f(x) = 一 一 一 一 之 CD ot | < I 0) 
在 考级 数 的 收敛 区 间 内 可 逐 项 积分 得 
[roa = i Dr| ar, 
2ntl | = 1 2n+1 
7 四 = + 了 后 ttt 一 玫 + 2 [FT ] @) 


且 收 合 区 间 不 变 , 当 x 一 士 1 时 ，@ 式 右 端 级 数 均 收敛, 而 左 端 f(x) 一 arctan ] 十 在 


z 二 一 1 连续 , 在 x = 1 无 定义 , 因此 


和 元 SN (一 1)” os > 
se » 交 EE Ey 刺 。 


Nee 


Xs 习题 解析 (下 ) 


过, 旺 国 到 fla) 二 inl 十 并 


ln 十 二 arctanz 一 工 展 开 成 zx 的 寡 级 数 . 
4 】 一 过 2 


【分 析 与 求解 】 f(x) TIn(1+z) bie! 工 ) + yarctanz Z, 先 求 f(x) 的 展开 式 


1 1 1 1 1 


J | 
计 站 人 1 A Sy 
DT Za 277 dzl<D 
了 本 9 = xr! 
积分 得 f(x) = /OO + | fdr Sl dt 2 re < 功 . 
1 i 证 :天 
i 设 启动 三 试 将 f(x) 展开 成 二 的 震级 数 ， 并 求 级 数 
ly r=0 


(CO— 1)” 
之 1 一 47 的 和 | 


n=1 


【分 析 与 求解 】 关键 是 将 arctanz 展 成 寡 级 数 , 然后 约 去 因子 zx, 青 乘 上 1 十 x? 并 化 简 即 
可 . 直接 将 arctanz 展开 办 不 到 , 且 (arctanx)" 易 展开 , 即 


1 LE 
Carctana) =TF a = D's | 过 (0 
积分 得 
= 2n CI ini 
arctanz 一 [ Carctant) dt 2 ww td 2 征 1* "Tz €[—1,1]. @ 


因为 右 端 级 数 在 xz = 土 1 时 均 收 敛 , 又 arctanz 在 x = 土 1 连续 , 所 以 展开 式 在 收敛 区 间 端 
虑 让 = 主 1 研 立 ; 


现 将 回 式 两 边 同 乘 1 士 二 得 


1 加 二 (一 1)"z"? 
arctanz = (1 二 +zx? 2 i pe 家 了 本 轩 272 十 1 
(一 1D)" wm DT 
和 


请 


w 二 和 2n 
+ | ga mk 


(m2 
一 1 十 Ee 1, 1]， 0. 
Dr 宝座 直 ], 工 天 


[es 


上 式 右 端 当 z = 0 时 取 值 为 1, 于 是 


a 3 让 -上 ne EE Ey 


CY (— 1) 赣 3[ x ]- 1 
正式 昌泰 Tg mL = | 


12. 将 函数 f(z) = 二 2 十 |z|( 一 1 过 x 三 1) 展 成 以 2 为 周期 的 傅 里 叶 级 数 , 并 由 此 求 级 数 


六 二 的 和 . 


n=1 


【分 析 与 求解 】 按 傅 氏 系数 公式 , 先 求 FCz) 的 傅 氏 系数 a 与 5,. 
因 f(z) 为 偶 函数 b, 一 00 一 1,，2,，3，…). 


a = 3| fx)ecos rdzst2| (2+zx)cosnrdr 


1 1 
4| cosnxzdz 十 二 | xdsinnnxz 
0 nnJo 


1 
一 一 去 | sinmzrzdz 一 2 0 
nNnyo nn 0 
-二 和 一 2 一 1， 
= -了 [一 D" 一 本 = 4 Dr Gh = 1 2 
nn 
0， n= 2k, 


1 
= 2| (2 十 z)dz = 5. 
0 


注意 到 /(zx) 在 [一 1， 1] 分 段 单调 , 连续 且 /( 一 1) = /1)， 于 是 有 传 氏 展开 式 


5 个 4， 出 
2 2 起 


f(z) 一 2 十 |zl| 


rcos(272 一 1)rr, ZE [一 1,，1]. 
为 了 求 去 的 值 , 上 式 中 令 一 0 得 
n=] 
4 : Ey 
2 一 了 $2 Ly 未 * 即 2 生生 人， 


1 - E 和 
现 由 忌 殊 > ra + | 
1 
3 (2n— HET 上) 


ET 习题 解析 (下 ) 


13. 将 函数 f(x) = zx 一 1(0 达 zx 过 2) 展开 成 周期 为 4 的 余弦 级 数 . 

【分 析 与 求解 】 这 就 是 将 /(zx) 作 偶 延 拓 后 再 作 周 期 4 的 周期 延 拓 , 于 是 得 /(x) 的 傅 氏 
系数 : 

b= 0n= 1,2, 3 *…). 


1 时 
an = | f(x)cos zaxe| Cz l)cos Frdr 
o o 


竺 二 | 一 Ddsin EE 
nnJo 2 
一 志 | sin Lzdx 
72TJo 2 
= 
i 
4 . 
一 二 [人 1) | 
= 
I el 
= k= 1,2,3 
0 n= 2k, 
2f2 2 L EE: 
ao 2 f(r)dr (rz 一 1)dz 2 I 1 0 


由 于 ( 延 拓 后 )f(x) 在 [一 2,，2] 分 段 单调 、 连 续 且 f( 一 1) = f(1). 于 是 f(x) 有 展开 式 


f(x) DD cos Fe € D0; 2 
n=1 ee 


[0 


